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Regulac¢ni diagramy
zaloZzené na bayesovském pristupu

Jirt Michalek
Obecny model
Necht nédhodné veli¢iny X1, X5, ..., X,, maji zpo¢atku rozdéleni pravdépodobnosti dané
hustotou f(-), pfedpokldadame jejich vzajemnou nezavislost. Od jistého okamziku r €
{1,2,...,n,n + 1} nastane zména v tom smyslu, Ze rozdéleni se zméni na hustotu g(-).
Okamzik r = n + 1 znamena, Ze ke zméné hustoty béhem casovych okamzikd 1,2,...,n
nedoslo.
Sdruzena hustota velicin X, X5, ..., X,, ma tedy obecné tvar
r—1 n
he(21, 29, ..., 20) = Hf(xz> Hg(xj)
i=1 j=r
pro r = 2,...,n. Pro krajni ptipady r = 1 a r = n 4+ 1 dodefinujeme nasledovné:
ha(zi,...,2n) = Hg(ﬂfz)
i=1
hosi (o an) = [ f().
i=1
Parametr r € {1,2,...,n+ 1} nalezi do diskrétniho parametrického prostoru, na némz je

zadano apriorni rozdéleni mozného vyskytu zmeény.

Nulova hypotéza znamena, ze ke zméné nedoslo, tedy r = n + 1. Alternativni hy-
potéza je slozend a predstavuje tedy celkem n moznosti zmény r € {1,2,...,n}. Na
zakladé pozorovani i, xs,...,x, musime ucinit rozhodnuti, zda-li ke zméné nedoslo ci
doslo. Rozhodnuti d; znamena detekci zmény v okamziku ¢ pfi volbé ztratové funkce

e(z’, dj) =1- Aij
Hledédme tedy bayesovskou rozhodovaci funkei {¢(i,x)}, kde
{o(i,x)} = Pst{prijeti d; | z1, 22, ..., T}

za podminky

n+1
> (i x) = 1.
i=1
Oznac¢me {p;};*! apriorni rozdéleni na {1,2,...,n + 1}. Pak podminéné riziko pfijeti
9i<—>hi(x17a:2,...,xn), Z:172,,’I’L+1
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pti rozhodovaci funkei (i, x) je rovno

n+1

R(6i, () |x) = ) eli,d;) Eg {0(j]%)}

j=1
= 1- Egi{ap(i,x)}.
Pak stfedni riziko pfi apriornim rozdéleni {p;} je ddno vyrazem

n+1

r({pi}, () =1 - sz- Ep{p(i,%)}.

Bayesovska procedura, ktera minimalizuje stfedni riziko, ma tvar

P(j|x)=0 & fjhj(x) < pighi,(x)
= Sr;lga?ﬁl{m he(x)}

Oio|x) = 1,

neboli
O (ip | x) = 1 <= pj, hiy(x) > p; hj(x) pro vSechna j # .

Tim je tedy detekovana zména v okamziku r = iy. Je predpokladano, ze se objevi pouze
jedna zména.

Nyni tento postup budeme aplikovat na detekci zmén v chovani stfedni hodnoty a
smérodatné odchylky pro normalni rozdéleni, které se nejcastéji pouziva v praxi pro popis
spojitych znaki jakosti na vyrobcich.

Nejdrive ale zcela obecné.

Je-li tedy zména detekovana v okamziku r = i(, pak musi soucasné platit:

a) pro 1 <i <4y — 1 musi platit nerovnost

Dio i (X) > pi hi(%)

tedy
i0—1 n i—1 n
pio [T £0) [T 9(we) > i [T £ o) [] 9(z0),
=1 (=i =1 (=i
coz dava
10—1 io—1

pio | | £(we) > i ] 9(0)-
=i (=1

Cili pro kazdé i € 1,2, ...,i9 — 1 musi platit

i T 9(x0)
Di ~ g f(Iz)'




b) proig <i<mn+1

pin [ £eo) T] 96w > e [ £e0) ] 0.
/=1 {=ig /=1 =1

tedy pfi i > i

i—1 i—1
Diy H g(:w) > Pi H f(:L‘g),

{=ig

neboli

i—1
H g(y) i
> —_
I—ig f(iﬁg) Dig
pro kazdé i € {ip + 1,i0+2,...,n,n+ 1}.

Zména nebude detekovana v tom pripadé, kdyz pro i = n + 1, coZ znamena splnéni
nerovnosti

ot [ [ f(xe) > i 1:[ Fao) [ g0

(=i
pro kazdé i = 1,2,...,n. To dava sadu nerovnosti:

Prn+1 H f([Eg) > Di Hg(xf>’
l=i =i

neboli

Pn+1 - Q(M)
>
pi }_[Z f(ze)
pro kazdé i = 1,2,...,n.

Tyto nerovnosti 1ze snadno prevést na nerovnosti souctii, totiz

Pn+1 - g(fﬂz)
In > In ,
Di ; f(xe)

pro kazdé i = 1,2,...,n, neboli musi platit souhrnné:

hlpn-i-l > Zlng(ﬂfz)

D1 — f(ze)
Pn+1 a g(£€)
In s > ;m o)
p‘n+1 g(xn)
In o > In @),



Naprtiklad ptfi rovnomérném apriornim rozdéleni p; = n%l to znamena, ze vSechny soucty
na pravych stranach musi byt zaporné, aby touto procedurou nebyla detekovana zména
v rozdéleni pravdépodobnosti.

Oznac¢me
- 9(xe) Di
T,(xy,...,x,) = max In + In .
ol ) lsisn ; f(ze) DPn+1
Kdyz tedy bude T,,(x1, ..., x,) < 0, pak mezi pozorovanimi xy, zs, . . ., x, neni detekovana
zména. Této skutecnosti lze vyuzit pro navrh algoritmu detekce zmény ve smyslu on-line.
Necht Ty(z1, ..., x,) = 0. Pak 1ze snadno uplnou matematickou indukei dokézat, ze
x
Toi1(x1, ..., Tpy1) = max { In ———= 9(@n+1) 4 I Dott , Ty, .oy x)
('Tn-i-l) pn+2
1 ln g( Tl ) pn+1}'
<$n+1) Pniy2

Aby nebyla detekovana zména ani v kroku n + 1, za predpokladu, Ze nebyla doposud
detekovana, a tedy je
To(z1,...,2,) <0,

pak T,i1(x1, 22, ..., 2y11) < 0 bud pii splnéni nerovnosti

In g($n+1> + In Pn+1

<0
f(xn-l—l) Pn+2

¢i pri splnéni nerovnosti

To(wr, 2,y n) + 10 Dt | Bttt .
Pt P2

Posloupnosti {p; }71! a {p;}74 hraji roli ladicich parametrii v algoritmu. Pokud zména do

okamziku n + 1 neni detekovana, pak je logické pravdépodobnost vyskytu zmény v case
n + 2 maximalizovat. Kdyz bychom vyskytu zmény pfisoudili pro nejnovéjsi okamzik
stejnou apriorni pravdépodobnost, pak by bylo

In Prt1 _ 0.

Pn+2

Obecné lze tedy hodnotu In i "*; povazovat za nastavitelny parametr, ktery urcuje statis-
tické vlastnosti studovaného algoritmu. Tento parametr by mél byt zaporny, jelikoz 1ze
usuzovat na to, ze by meélo byt p,.1 < pni2, kdyz do okamziku n + 1 zména nenastala.

Detekce zmény by probihala v rezimu on-line nasledovné: Stanovi se vhodna mez,
ktera hlida nejnovéjsi podil
x
M < In Pn+2
(xn—&-l) Pn+1

a soucasné se hlida chovani soudétu

To(z1, ... @) —|—ln&



Podil In i Zﬁ by mél byt kladny, ale ne zase prilis velky.

Aby zména nebyla detekovéana, je tedy nutné, aby maximum z veli¢in

g($n+1) Prn+1
To(z1,29,...,2,) +1In +1n
f($n+1) Pn+2

In g($n+1) + In Pn+1
f(xn+1) Pn+2
bylo zaporné. Kdyby ale platila nerovnost

g(l’nﬂ) Pn+1 g(l’n+1) Pn+1
T.(xy,...,2,) +In +In > In +1In
( ' ) f($n+1) DPn+2 f(xn+1) pn+2

pak nemuze byt splnéna nerovnost T, (z1,zs,...,2,) < 0, kterd musi platit pii zadné
zméné do okamziku n.

Tato skutecnost pak vede k pozadavku na splnéni nerovnosti
x
In M <In pn+2'
f(Tny1) Pnt1

Tedy on-line algoritmus je vymezen jedinou mezi, kterda ma ladici charakter a jeji nastaveni
odpovida riziku chyby 1. druhu, totiz

Pst {IHM > lnpn”} =«
c(Tpi1) Pn+1
prii platnosti hypotézy Hy : f. Z toho ihned plyne, Ze
= g(x) / >
a= = f(r)dx = gx)de =1-G(p
| fei@an= [ o) (v
za predpokladu, ze f(z) > 0 skoro vSude, p = E=t2

Prn+1’

V case n + 1 mame k dispozici pozorovani x,, .1 a zména nebude od okamziku 1 do
n + 1 detekovana, pokud budou platit nasledujici nerovnosti

L @) Pan
(anrlg Prn+2
o, mIEw) P P
(xn+l> Pn Prn+2
n+1 D
1
+ < 0.
Z f Pn+2

Zména tedy bude detekovana, pokud alespon jedna nerovnost z vyse uvedenych bude
opacna. Tedy pak bude existovat index 72( takovy, ze

n+1

Zl g Dig >0,

E pn+2




tedy

—~ g(z) 9(ni1) Pig
Zln (@) + In F@me) +In s > 0.

Tuto nerovnost rozepiseme nasledovné:

l=ig

S g(we) g P g 9Ener) P Pio > 0.
f(e)

- Pn+2 f(@n41) Pn+1 Pn+1
Tedy
iln 9@e) 4y Pio gy 9Wns)) g Prit
I=io f(xé) Prnt1 f(anrl) Pni2
Protoze z predchoziho vime, Ze v Casech 1,2,...,n nebyla chyba detekovana, pak musi
platit, ze

Zln 9(ze) —|—lnp£ <0,
— f(%) Pn+1

coz implikuje, ze nutné musi byt

‘T’n n
n 9(Tni1) +1np +1 > 0.
f(Tny1) Pn2
Pokud by tedy byla zména detekovana, musi se to nutné projevit na chovani

In 9($n+1) +1n Pn+1 > 0.
f(xn+1) Pn+2

Sila testu

Chyba 2. druhu znamena, ze zména sice nastala, ale nebyla detekovana, tedy jedna se pak
o riziko takové chyby jako

pot {1 51 <400 )

f(@ni1)
oa{se <o)
[ 3o [ s

Odtud jiz snadno sila testu je

oo 2
9*(x)
1-p8= / dzx,
, J(@)
samoziejmé pii volbé rizika chyby 1. druhu
a= [ g@)dn tedy p=aialol)
P

Zde je ihned vidét, ze rizika a a [ jsou svazana jako spojité nadoby volbou ladiciho
parametru p.



Detekce zmény v chovani stfedni hodnoty N(u,o?)
pri konstantnim rozptylu

V tomto pfipadé mame, ze

kde py = p+ A. Pak

ln% = %‘2(2A(x — ) — A?).

Aby nebyla tedy zména detekovana poprvé, kdyZz doposud nenastala, musi platit
Alx —p) A2

= ~ 952 <lInp.

Pii A > 0 musi tedy platit nerovnost

r—pu Inp A
2 A +202'

Kdyz bychom uvazovali rovnomérné rozdéleni jako apriorni, pak dostavame pozadavek

A

Pro A < 0 zcela analogicky musi platit

tady pri rovnomérném apriornim rozdéleni

A
:L'—,u<+§.

Pro oboustranny ptripad musi tedy platit nerovnost

a2lnp+ +A1< <021np+ +A2
— ‘/L‘ —
A, HTT A, MR

kde A; < 0, Ay > 0. Pokud zména nebyla v ¢asech 1,2,...,n detekovana, pak nebude
ani v ¢ase n + 1, kdyz plati nerovnost
c*lnp JAV)

a*lnp

Ay

Ay
+,Uz‘|—7<l’n+1<

V ptipadé, ze bychom uvazovali rovnomeérné rozdeéleni jako apriorni, pak nastava zajimava
situace, ze nemusime znat smérodatnou odchylku o.



Jak je ihned vidét, chovani tohoto algoritmu pro detekci zmény ve stfedni hodnoté je
velice podobné s chovanim Shewhartovych regula¢nich diagrami pro aritmetické priméry
z logickych podskupin ¢i individualnich dat v pripadé tzv. technickych mezi, které jsou
odvozeny od specifikace sledovaného znaku kvality.

7 tohoto Ize i snadno vyvodit vztah mezi rizikem « chyby 1. druhu a volbou parametru
A pri dané ¢i pozadované smérodatné odchylce o. V pripadé rovnomérného apriorniho
rozdéleni lze snadno zjistit, Ze parametr A musi pak spliovat vztah

A =20ui_q)2,

v pipadé Ay = —A, Ay = A > 0. (u1-qa/2 je kvantil N(0,1).) Kdyz nebudeme uvazovat
rovnomeérné rozdéleni, pak musi platit

clnp Az, —p lnp+A

A _%< o <0A 20"’
neboli
lnp+A
O—— + — = Uj_q/2.
A 20 1-a/2

Budeme-li znat ¢ a A bude stanoveno jako nejvétsi mozné odchyleni od cilové hodnoty
1, pak plati pro parametr p:

o ¢ 202’
tedy
B A A?
p = €Xp {; Ul—a/2 — @}

U regula¢nich diagrami se obvykle posunuti A vyjadfuje v nasobcich smérodatné od-
chylky o, tedy uvazuje se pomér

T =

7.2
P=€XPNTUI—a/2 — 5 .

Napiiklad pro a = 0,05, kdy u;_q/2 = 1,96 pak dostavame vztah

2
p:exp{l,QGT— %},

pro a = 0,0027 (coz je riziko klasickych Shewhartovych diagrami vicéi obéma regulaénim
mezim soucasné), pak mame vztah

2
pzexp{?,?&’—%}.

Tedy pii 7 = 1,5, coZ opét je asto aplikovany pomér v praxi (viz metodologie Six Sigma),
pak

A
—

Pak

Inp = 3,045.

8



Kdyz parametry p a 0 nezname, je prirozené je nahradit je jejich odhady 7 a s, které jsou
spocitany ze vSech predchozich dat, kdyz nebyla doposud zména zaznamenéna. Tim se
pak dostavame k tzv. pfirozenym mezim:

A Tp-1 —

| < < 1 +A
Anp 2s S Anp 2s

Jaka je sila tohoto testu?

Necht tedy nastala zména ve stfedni hodnoté a nejnovéjsi pozorovani x,,, | je z rozdéleni
N(u+ A, 0?), musi tedy platit, Ze pti A > 0

Tpi1— b _ O A
ol P e np— =
o N =
¢ A
anrl_:u
Int1 71 T4 =
o A np+

pii rozdéleni N(u + A, 0?). Snadnym vypoctem ZJlStlme, ze sila testu je rovna

kde 7 = % pro A > 0. Tedy napt. pro p =0 a 7 = 1 je pak sila testu

3 1
1-8=0(-2)4+1-0(-2)= .
3 ( 2)+ < 2) 0, 7586

Obecné v pfipadé pii p = 0 a volbé A = 20 u;_,/» pak mame, Ze sila testu

1-—- 6 = <—3U1,a/2> +1-— P (—Ulfa/Q) = (U,lfa/g) =1- O[/Q

Detekce zmény v chovani smérodatné odchylky
pii konstantni stfedni hodnoté& u N(u,0?)

Bez Gjmy na obecnosti 1ze polozit u = 0. Pak plati

Odtud snadno

ln%z—%lnﬁ—%(%—l)

Z obecného zavéru vyplyva, Ze zména v parametru o v okamziku (n+1) nebude detekovana
za predpokladu, ze doposud detekovana nebyla, kdyz

1 1/1
—51n02—— (——1) z? < 1Inp,

2 \ g2
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tedy

1
lna2—i—( 5 1)x2<lnp2.
O' JE—

Nyni je tfeba rozlisit, zdali se bude hlidat sniZeni rozptylu, coz znamena o < 1, ¢i zvétSeni
rozptylu, neboli o > 1.

Pri 0 < 1 dostavame nerovnost

—o?
2 2 2
Ty > 1_021np o°,

pro o > 1 je rozhodujici nerovnost

0,2

2 2
02_11np o°.

2
Thq <

Pokud nebude zména, pak z,; ~ N(0,1) a tedy riziko « chyby 1. druhu je uréeno pomoci
kvantilu y2-rozdéleni o 1 stupni volnosti, tedy pii o < 1 musi pak byt

2
o = Pst { 22 1<—U—ln,0202 ,
= - g2

tudiz

1— o2
Analogicky pii ¢ > 1 pak musi byt

0.2

g0t =y ().

Jaka je sila tohoto testu? Pii 0 < 1 je zména detekovana, kdyz

2

—0
2 2 2
xn+1§—1_021np o”.

2
$n+1

Za platnosti zmény ma podil 3

rozdéleni x2(1), tedy, aby test mél silu 1 — 3, musi byt

1
1— 02

Inp?o® = xi_5(1).

Obdobné pfi ¢ > 1 dospéjeme k zavéru, ze test bude mit silu 1 — g pravé tehdy, kdyz

1 2 2_ 2
5 11n,0 o” = x3(1).

Aby tedy test spliioval pozadavek na hladinu vyznamnosti a a soucasné mél silu 1 — 3,
musi byt splnéno zaroveii, ze (napf. pii o < 1):

2
4 2 2 2 —1
1_0_2 lnp o _Xa<]')7 1_0_2

Ing? 0 = x3_y(1).
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Je tedy dulezitou otazkou, zdali se tento pozadavek da splnit v rozumnych relacich
pro praxi.

Pokud bychom naptiklad pozadovali, aby o = 0,05 a 8 = 0,05, pak dojdeme k poza-
davku pii detekovani snizeni parametru o, ze musi byt ¢ = 0,0323. to je ovSem v praxi
nerealisticky pozadavek. Pokud bychom chtéli hledat sniZeni parametru ¢ napf. na 1/4,
pak sila testu je pii a = 0,05 priblizné pouze 0,20, a to jesté je nutno parametr p polozit
rovny hodnoté 3, 8688.

Z tohoto je patrno, Ze test na hledani Grovné variability u rozdéleni N (u, o) nevykazuje
dobré vlastnosti a lze jej klasifikovat jako test slaby.

Pokud sledovany proces bude probihat pod rozdélenim pravdépodobnosti daném hus-
totou f(-), budeme fikat, Ze proces je statisticky zvladnut. Tvar hustoty f(-) obvykle
v praxi vyplyva z technické specifikace sledovaného vyrobku. Hustota ¢(-) pak predstavuje
zménu ve vyvoji procesu a vyskyt nestability. Pro zvladnutelnost musi tedy platit:

Prnt1 > ﬁ g (l‘g)
bi Vi f(z0)

pro kazdé 1 =1,2,... n.

Hustotu ¢(-) je mo#no stanovit na zakladé volby dvou hustot ¢g=() a g*(-), které
predstavuji mozné mezni zmény v chovani sledovaného procesu.

Regula¢ni diagram pro sledovani stfedni hodnoty N(u,o?)

Pro jednoduchost predpokladejme, Zze parametr o je znam a lze polozit ¢ = 1 (jedna se
pouze o zménu méfitka). Pak pro f(-) ~ N(uo,1) a g(-) ~ N(u1,1) mame, ze zména z p

na g neni detekovana v pribéhu useku {1,2,3,...,n}, pokud
Prn+1 a 1 2 1 2
In > —(xy — — —(xp —
i ;2( ¢ — Ho) 2( ¢ — )
pro i =1,2,... n. Ozna¢me pro jednoduchost }% = p,;. Pak musi platit nerovnosti

Inp,  A42p . -
AT 5 (n—z+1)>;mg

v piipadé puy — o = A > 0. V opac¢ném piipadé piti A = 0 pro pg — pup > 0 ziskdvame
nerovnosti

Inp;, 2pp+ A , -
_Rh —it1) <)
5 (n—i+1) < 2 xell

proi=1,2,...,n. V oboustranném piipadé pro p] = po + A a u] = po — A, A > 0 pak
postupné soucty y_,_. x, se musi objevit mezi horni a dolni hranici, aby nebyla detekovana
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zmeéna v parametru p vétsi v absolutni hodnoté nezli je zvolené A > 0. Meze pro jednotlivé
soucty se lisi pouze ve ¢lenu In p; /A. KdyZ bude p; = p (napf. pfi rovhomérném apriornim
rozdéleni), pak navrzeny algoritmus mé tvar tzv. V-masky znamé z regula¢niho diagramu
CUSUM, jediné s tim rozdilem, ze u CUSUM diagramu se hlidaji souc¢ty dopredného typu

i
SZ': E Ty, i=1,2,...,n,
-1

kdezto u tohoto algoritmu se sleduji soucty zpétného typu

n
T‘i: E Zy.
=i

Jestlize polozime p; = 1, pak zména neni detekovana pokud pro kazdé : = 1,2, ... n plati

_2M0+A

. . 2 +A
5 (n—2+1)<2x5<uo—(n—z+1),

. 2
0—i

coz vede na diagram pro zpétné aritmetické primeéry

210 + A 1 “ 210 + A
2 (n—i+1);” 2

coz silné pripominé klasické Shewkartovy regulac¢ni diagramy pro aritmetické primeéry
z podskupin. Rozdil je v tom, ze u klasickych Shewhartovych diagramii se pfedpoklada
nezavislost mezi podskupinami, coz u tohoto regulacniho diagramu neplati, pracuje s
paméti.

Regulaéni diagram pro rozptyl ¢ u rozdéleni pravdépodobnosti

Pro jednoduchost polozme p = 0, pak pti f ~ N(0,02) a g ~ N(0,0?) mame:

@) 1, 02 1/1 1Y\,
AL N (LI )
nf(x) 2 n0%+2 ol o3 ’

Zména v parametru of nebude v tseku {1,2,...,n} zaznamenéana, kdyz
Inp? > (n i+1)ln08+ L L ixQ
g ot \op ot

pro kazdé i =1,2,... n.

Je vhodné oddélit ptipady o1 > 0y a 01 < 0. Prvni ptipad znamenad sledovani mozného
zesileni trovné variability. Zesileni neni detekovano, pokud plati nerovnosti:

) 0307 ot —
Inpf - ——5+Mn—-i+1)ln— >Zx€
1~ 9 % =

12



pro kazdé ¢ = 1,2,...,n. Opét je vidét, Ze zde horni hranice ma klesajici tendenci, pfi
p; = 1 pak dostavame linearni diagram pro zpétné primeéry
oiol | o} 1 “L
5 5 ln ) > —1 Z I‘g.
of—o5 o5 (n—i+l)=

Ve druhém ptipadé zeslabeni, tj. o1 < 0 je algoritmus detekce zalozen na spodni hranici
tvaru

od o} ol — o2 ol -
— g+ ——=(h—i+ 1)< E 7,
g0 — 01 G0 — 01 I
1 =1,2,...,n. Bez 1jmy na obecnosti lze polozit
o1 =1t,00, t<I1, o1 =509, s§<1

a uvazovat oboustranny piipad dany pak horni a dolni mezi, které vymezuji prostor ve
tvaru “trychtyie”, v némz se musi udrzet zp&tné soucty kvadratt, aby zména v o2 nebyla
detekovana.

Horni mez mé tvar

2 2 t° 2520(2) 2 . 2
Uolnpi‘t2_1+t2_1(”_2+1)1nt > Zg_ixﬁ
a dolni mez je ve tvaru
2 2 2 n
27, 2 95 S 09 - 2 2
—og In p; — n—i+1)ns <§ xy.
0 1011_82 1—82( ) — l

Obé meze maji klesajici tendenci a musi plati nerovnost

t? In t2 s%1n s?
> = )
12 —1 1 — 52

napft. pro s = 1/t nerovnost plati.
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