o

Akademie v&d Ceské republiky
Ustav teorie informace a automatizace

Academy of Sciences of the Czech Republic
Institute of Information Theory and Automation

RESEARCH REPORT

JIRI MICHALEK:

Matematicky model kontrolniho
stanovisté montazni linky

No. 2277 bfezen 2010

UTIA AV CR, P.O. Box 18, 18208 Prague, Czech Republic
E-mail: utia@utia.cas.cz




This report constitutes an unrefereed manuscript which is intended to be submitted
for publication. Any opinions and conclusions expressed in this report are those of the
author(s) and do not necessarily represent the views of the Institute.



Matematicky model kontrolniho stanovisté montazni linky

Tvorba modelu byla motivovana redlnym ptipadem kontrolnitho bodu montazni linky,
ktery v sobé obsahuje jednak testovani vyrobku a jednak demontaz a nutnou opravu
vyrobku, kdyz nevyhoveél testu. Vlastni montazni linka predstavuje jeden proud vyrobku,
které prichazeji jeden po druhém na misto testu, kde se pripadné provadi i nékolik oprav,
resp. vytazeni, dokud vyrobek neprojde testem. Nékteré vyrobky tedy i nelze opravit a je
nutno je vyradit jako zmetek, ktery je pak podroben dukladné demontazi, aby se nalezla
pricina neshody vyrobku. Toto se provadi mimo montazni linku.

Samoziejme, ze si lze snadno predstavit viceproudovou montazni linku, kterd se sklada
z nékolika paralelnich proudi, které se bud vlévaji do hlavniho proudu jesté pred dokonée-
nim montaze a zasobuji hlavni proud anebo se setkavaji dva ¢i vice na jednom misté, kde
probihd findlni montaz a testy. Takovymto piipadim se budeme vénovat v jiné zprave.

Rozebereme situaci v jednoproudové montazni lince na jednotlivé stavy, ve kterych se
vyrobek muze na lince pii kontrole vyskytovat. Zakladnim stavem je stav, kdy vyrobek
prijde na test a projde napoprvé. Ozna¢me takovy stav OK. Dalsim stavem je 1. oprava
vyrobku, ktery neprosel, oznac¢me takovy stav jako R;. Z tohoto stavu muze vyrobek
piejit do stavu OK nebo do 2. opravy (stav Ry) nebo do S (zmetek). Vyrobek muze tedy
déle prejit do stavu 3. opravy R3 nebo do stavu S. Pocet oprav je nutno omezit, napt. na
maximalni pocet 10, pak vyrobek, ktery se nepodaii opravit, pfechézi do stavu S.

Tim jsme definovali stavy OK, Ry, Rs,..., Ry, S a prechod mezi stavy se bude dit
s urc¢itymi pravdépodobnostmi pfechodu, a tim se dostavame k modelu popsatelnému
pomoci markovského procesu s témito koneéné mnoha stavy. Markovsky proces je zcela
jednozna¢né definovan pocatecnim rozdélenim {a;}, a; > 0, Z;.V;Ol a; = 1. Toto rozdéleni

znamena, ze

P{XOIOK}:G,(), P{XOIRi}:G,i, i:1,2,...,Na

P{XO = S} = AN+1-
Velicina X predstavuje stav linky v pocateénim ¢ase 0 a matici prechodu P typu (N +
2) x (N + 2), kde p;; je pravdépodobnost prechodu ze stavu ¢ do stavu j za jeden takt

montdzni linky. Takt linky muZe trvat ruznou dobu, protoze bud je taktem doba testu,
nebo doba i-té opravy nebo doba nutna na vytazeni vyrobku jako zmetku.

Matice P pravdépodobnosti pFechodu ma nésledujici tvar: (zde pro jednoduchost N = 3)

OK | R | Ry | R3| S
OK | poo |Por| O | O |pos
P— Ry | po| O [pi2a| O |pu
Ry | pao | O 0 | p23 | paa
R3 | pso 0 0 0 | p34
S 0 0 0 0 1




Matice obsahuje 8 proménnych pravdépodobnosti, které musi splinovat nasledujici vztahy:

Poo +Po1 +poa = 1
po+tpiztpu = 1
P20+ P23 +pa = 1
P30 + P3a =1

Ihned je vidét, ze stav S je za této situace absorpéni. To by ale znamenalo, ze pokud
by se montazni linka dostala do stavu S, pak by v tomto stavu setrvala, coz neodpovida
realité, protoze i po vyrazeni vyrobku nastupuje dalsi vyrobek do testovani. Je nutné toto
respektovat a za stavu S mit moznost ptejit do stavu OK s pravdépodobnosti 1, aby se
linka nezastavila. I kdybychom ze stavu S udélali stav jiny nezli absorpéni, presto by to
neodpovidalo realité a je nutno mnozinu stavu vice piiblizit realité. Pridame novy stav
T, ktery predstavuje testovani vyrobku, kterym kazdy vyrobek prochazi.

Matice prechodu pak muze vypadat nasledovneé:

T IOK|Ry|Ry|Rs|S

T | 0] = x* | 0| 0 |«

OK| 1| O 0[]0 01]0

P=| R |0] = O x| 0 |=x*
Ry || 0] = 0| 0| % |=*

Ry | 0] = 0] 0|0 |=x

S |11 0 0[]0 01]0

Symbol * predstavuje nenulové pravdépodobnosti prechodu.

Nyni 1ze do hry zapojit délku jednolivych taktu, které jsou samoziejmé ndhodnymi
veli¢inami, jejichz rozdéleni se obecné miuze lisit i v typu rozdéleni. Protoze se béhem
testu a montaze mohou objevit jisté prodlevy ¢i zdrzeni, pro popis délky taktu se spise
hodi rozdéleni typu log-normalniho nebo Weibullova.

S kazdou dvojici po sobé bezprostfedné nasledujicich stavu je spojen takt vyrobni
linky v tom smyslu, Ze je této dvojici pritazena doba trvani ptechodu. Tam, kde je
pravdépodobnost prechodu nulova, je téz nulova doba setrvani ve stavu. Tedy pro vypocet
délky doby setrvani v urcitém stavu lze v tomto pripadé uvazovat 4 zakladni doby, a to
délku vlastniho testu 7(7), dobu opravy 7(R), dobu ulozeni OK vyrobku 7(OK) a dobu
vytazeni zmetku 7(.9).

Pak doby nasledujicich setrvani ve stavech procesu a prechod do jiného stavu lze
pomoci vyse uvedenych 4 dob vyjadrit nasledobné:

T - OK - 7(T)+7(0K)

T — Ry o 7(T)

Ry — OK --- 7(R)+7(OK)+ 7(T)
Ri— Ry -+ 7(R)+7(T)

Ry — OK --- 7(R)+7(T)+ 7(OK)
Ry — Rs; -+ 7(R)+7(T)

R3; — OK --- 7(R)+7(T)+ 17(OK)
R3—S -+ 7(R)+7(9).



Na zakladé tohoto rozboru je nutno zachovat nékteré ostré nerovnosti mezi dobami,
protoze napi. prechod Ry — OK v sobé obsahuje dobu testu, ktery je nutny po kazdé
oprave.

Situace by se mohla jesté zjemnit na moznost aranzovat pravdépodobnost prechodu
R; — T spojenou s dobou trvani testu a déale pak prechod 7' — OK nebo T" — R;;; na
dalsi opravu. Abychom situaci nekomplikovali, budeme ve stavu opravy vyzadovat, ze se
automaticky po znovusmontovani provadi test. Tim padem doba pridélend opravé musi
byt souctem doby vlastni opravy a doby trvani testu po provedené opraveé.

Klasifikace stavu

Retézec popisujici chod montézni linky je samoziejmé koneény a neperiodicky. Protoze
kazdy stav je dosazitelny z kazdého jiného stavu, tj. existuje cesta s kladnou pravdé-
podobnosti, ze ze stavu E; se dostaneme do stavu £}, ¢ # j pro kazdou takovou dvojici
stavu, fetézec je nerozlozitelny. Aperiodi¢nost a nerozlozitelnost spolu s koneénym poctem
stavu zarucuje, ze vSechny stavy nemohou byt prechodné, tj. musi existovat alespon jeden
stav trvaly. To ale zarucuje, ze vSechny stavy fetézce musi byt ergodické, tedy trvalé,
neperiodické a nenulové. Ergodicita stavu impikuje existenci

lim pgz) = u; > 0,

kde
1
s
j=1

U =

je stiedni pocet takti do 1. ndvratu ze stavu Ej, do téhoz stavu Ej,. Cislo f,gi) je pravdépodobnost,
s jakou probéhne 1. ndvrat do stavu Fj, praveé za j taktu. Protoze vSechny stavy jsou trvalé,

pak skuteéné musi platit
o0
D=1
k=1

pro kazdy stav Fj.

Cisla {uy} predstavuji tzv. stacionarni rozdéleni pravdépodobnosti, kterd splnuji sou-
stavu linearnich rovnic

(*) up = Zuz Dik-
i
V tomto ptipadé je stacionarni rozdéleni jediné.

Odvodime, jak vypada stacionarni rozdéleni v tomto pripadé markovského rtetézce.
Kdyz rozepiseme rovnice (%) pro kazdé k = 1,2,...,6, dostaneme nésledujici soustavu



linedrnich rovnic: (oznaceni p(E;, E;) je pravdépodobnost pfechodu ze stavu E; do stavu

L)

U = U+ Ug

ug = wp(T,0K) + usp(R1, OK) + uyp(Re, OK) + usp(Rs, OK)
uz = wuip(T, Ry)

Uy = Ugp
Us = U4p
ug = wp(T,S) + usp(Ri, S) + wap(Ry, S) + uzp(R3, S).

vvvvvv

Oznacme

A1 =1, Ay=p(T,0K)+p(T, R1) p(R1,O0K) + p(T, R1) p(R1, Ra) p(R1, OK)
+p(T, R1) p(Ry, R2) p(Ra, R3) p(R3, OK)
As =p(T,Ry), As=p(T,R)p(R1, Ry), As=p(T,R)p(Ry1, Ry)p(R2, R3)
Ag = p(T,5) + p(T, R1) p(R1, S) + p(T', R1) p(R1, R2) p(R2, S)
+p(t, B1) p(R1, Ra) p(R2, R3) p(Rs, S).

Pak
1
T Ayt As + Ay + As 1+ Ag
vy — p(T,0K) + Asp(R,OK) + Asp(Rs, OK) + Asp(Rs, OK)
A+ Ay + As + Ay + As + A
As
YT A+ Ayt As+ Ay + A 1 A
Ay
T A+ Ayt As+ Ay + Ay 1 A
As
YT A+ Ayt As+ Ay + Ay 1 A
" p(T,S) + Asp(Ry, S) + Asp(Ry, S) + Asp(Rs, S).

A+ A+ As+ Ay + As + Ag

V realném piipadé proces zacind vzdy ve stavu T, kdy je vyrobek na zac¢atku testovan.

VVVVVV

tedy vypadd pravdépodobnost 1. navratu ze stavu 7' do T' za jednotliva ¢asova obdobi
n =1,2,3,.... Necht tedy f™(T,T) znaéi pravdépodobnost 1. ndvratu do stavu T ze
stavu T" za n kroku. Je jasné, ze

f(l)(T7 T) =0, f(2)<T7 T) = p(T, OK) +p(T, S)
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fOT, T) = p(T, Ry) p(Ry, OK) + p(T, Ry) p(Ry, S)
FO(T, T) = p(T, Ry) p(Ry, Ry) p(Ra, OK) + p(T, Ry) p(Ry, Ra) p(Ry, S)
FOT, T) = p(T, Ry) p(Ry, Ry) p(Ra, Rs) p(Rs, OK)

+p(T, Ry) p(R1, Ry) p(R2, R3) p(Rs, S)
f™(T,T)=0 pron > 6.

Vyse uvedené pravdépodobnosti se ziskaji snadnym rozdélenim moznych cest ze stavu T’
do T napoprvé.

Model systému pomoci semimarkovského retézce

Obecné pojmy. Méjme dan systém, ktery v case prechazi z jednoho stavu do jiného,
pricemz v kazdém stavu setrvava nahodné dlouho. Celkovy pocet stavi muze byt teo-
reticky i nekonecny. My ale budeme predpokladat vzdy konecny pocet stavu, budeme je
znacit prirozenymi ¢isly ¢ = 1,2,3, ..., k.

Necht Q;;(t) znaci pravdépodobnost s jakou se systém ze stavu ¢ dostane do stavu j
za dobu nejvyse rovnou t. Je jasné, ze Q;;(t) > 0 pro kazdé t a dale necht

Qij(00) = lim Qy;(t) = sup Qij(t).

Ziejmé Zle Qij(00) = 1, lze tedy Q;;(c0) interpretovat jako pravdépodobnost Pj;, ze
systém ze stavu ¢ se dostane nékdy do stavu j. Matice P = {Pij}le pak predstavuje
matici pfechodu markovského fetézce slozeného z posloupnosti stavi Zy,Z;,Z,, kde Z, €
{1,2,...,k} a plati

P{In-H :j|In = Z} = b,

P{I, = i} je pak pocétecni rozdéleni pravdépodobnosti fetézce. Necht 7(i) znaci ndhodny
¢as setrvani fetézce ve stavu i. Necht déle

Hi(t) = P{7(i) < t}

je prislusné distribuéni funkce. Budeme predpokladat, coz je pro praxi celkem prirozené,
ze Py =0prot=1,2,... k. Pak plati zfejmy, ale dilezity vztah

P {7(i) >t}—|—ZQZ]

J#i

= Qy(t)

JF#i
Oznaéme Z(t) = Iy, kde N(t) = Z?Zl N;(t), pticemz

tedy

N, (t) = pocet prechodu do stavu j v ¢ase (0,1).



Pak ndhodny proces {Z(t), t > 0} je semimarkovsky fetézec a markovsky fetézec {Z,, }n>0
se nazyva vnotreny markovsky fetézec. Semimarkovsky tetézec je tedy urcen vnofenym
markovskym fetézcem a dobami setrvani ve svych stavech. Pro dalsi budeme potiebovat

Gij(t) = P{N;(t) > 0| Z(0) =i},

tedy pravdépodobnost vyskytu prvniho prechodu do stavu j béhem c¢asu ¢, kdyz vychozi
stav byl 7. Obecné nemusi byt G;;(co0) = 1, pokud ano, jednd se pak o rozdéleni pravdépodobnosti
a lze uvazovat 1. moment, pokud bude konec¢ny

Mij = /0 tdg;(t),

coz je sttedni doba prvniho pfechodu do stavu j, kdyz na zacatku byl systém ve stavu .

Pro nas bude daleko zajimavéjsi piipad, kdyz ¢ = j, tedy

,Uu‘:/ tdG;(t),
0

coz je sttedni doba prvniho navratu do stavu ¢, kdyz systém vysel ze stavu .

V semimarkovském fetézci nazyvame dva stavy komunikativni, kdyz
glj(OO) >0 A g]Z(OC)) >0

Navzéjem komunikativni stavy tvoif t¥idu ekvivalence. Retézec je nerozlozitelny, pokud
vSechny jeho stavy tvoii jednu tiidu ekvivalence.

Stav ¢ je rekurentni, kdyz G;;(c0) = 1, jinak je pfechodny. Pokud navic je p; < oo,
stav se nazyvé pozitivné rekurentni, kdyz p; = 400, pak je to nulovy stav. (Pozitivné
rekurentni je téz oznacen jako ergodicky.)

Plati zakladni vztah mezi semimarkovskym fetézcem a jeho vnofenym markovskym
fetézcem, ze stav je rekurentni (prechodny, komunikativni se stavem j) v semimarkovském
fetézci, praveé kdyz ma tutéz vlastnost ve vnoreném markovském tetézci.

Aplikace na model kontrolniho stanovisté montazni linky

V piikladu, ktery je ve zpravé analyzovan jako ilustraéni, mame celkem 6 stavi, tedy
k = 6. Budeme uvazovat semimarkovsky fetézec, jehoz zadani je ddno vztahy

Qij(t) = Py P{7(i) < 1}.

kde matice P = {Pij}fj:l je popsdna v piredchozich kapitolach zpravy. Pro rozdéleni
ndhodného ¢asu 7(i) lze v praxi uvazovat hlavné model popsany lognormélnim nebo
Weibullovym rozdélenim se vhodnymi parametry, které by byly odhadnuty na zakladé
meéfeni konkrétnich operaci na lince. V nékterych piipadech by se dal pouzit i model
normalniho rozdéleni.



Pro chovani modelu linky v zdvislosti na volbé pravdépodobnosti F;; a rozdéleni dob
vSechny mozné cesty nejkratsi délky vedouci od stavu ¢ do stavu j. Nejkratsi cesta vedouci
ze stavu ¢ do stavu j znamend moznost prvniho vyskytu stavu j pfi startu ve stavu .
Ukazme si to na pifkladu z naseho modelu. Necht i = T, j = OK. Pak mdme jednak
4 nejkratsi cesty z T do OK piimo,

T — OK

T — R — OK

T — R — Ry— OK

T — Ry — Ry— R3; — OK

a jednak nepiimé cesty, které nejdiiv projdou stavem S a pak se teprve dostane systém
do stavu OK. Ze stavu T" do stavu S vede jedina cesta T'— Ry — Ry — R3 — 5, kdyz
nebudeme uvazovat nenulové pravdépodobnosti prechodu pro Ry — S, Ry — S. Vyskyt
cesty do S ma pravdépodobnost

p(T — S) =p(T, R1) p(R1, R2) p(Ra, R3) p(R3, S)
a k tomu odpovidajici ¢as trvani této cesty
(T — S)=7(T)+ 7(Ry) + 7(Ry) + 7(R3) + 7(5).
Pak cesta ze stavu T do stavu OK pres stav S ma obecny tvar
(T'— S)"(I' - OK), n=12,...

a celkovd doba cesty z T' — OK pii n opakovani (T' — 5) je

iﬁ(T — S)+7(T — OK).

i=1

Po tomto rozboru se distribuéni funkce nejkratsiho prechodu ze stavu 7' do stavu OK
rovna:

Grox(t) = p(T,0K) P{7(T) <t} +p(T, R1) p(R1, OK) P{7(T) + 7(11) < t}
+ p(T, R1) p(Ry, R2) p(Re, OK) P{7(T) + 7(R1) + 7(R2) < t}
+ p(T, R1) p(Ry, R2) p(Ra, R3) p(R3, OK) x
XP{7r(T)+ 7(Ry) + 7(R2) + 7(R3) < t}

+ip(T — S) [p(T,OK) P {iﬁ(T — 9)+7(T) < t}

j=1

+ p(T>R1)p(R>OK)P{iTi(T_’S)+T(T>+T(R1) St}

i=1

+ p(T, R1) p(Ry, R2) (Ry, OK) %



J

X P{ (T —S)+7(T)+ 7(Ry) + 7(Ry) gt}

<

1
+ p(T, Ry) P(Ry, R2) p(Ra, R3) p(R3, OK) X

MQ

x P { (T — S)+7(T) 4+ 7(Ry) + 7(R2) + 7(R3) < t}] .

=1

Protoze lze predpokladat, ze P{T — S} je obvykle mald, blizkd k nule, pak nekonec¢na
fada muze byt pro praktické tucely zanedbatelna. Lze predpokladat, ze veli¢iny popisujici
setrvani v jednotlivych stavech linky jsou navzdjem nezavislé.

Vyznacéme jako zakladni cyklus linky prechod ze stavu T opét do stavu T', ktery
predstavuje vyprodukovani shodného vyrobku na lince. Samoziejmé nés zajima stredni
doba takovéhoto cyklu, ktera vlastné predstavuje sttedni dobu potiebnou ke vyprodukovani
shodného vyrobku. Musime znét tedy velicinu Grr(t), kterd se od veli¢iny Gr ox () 1isi
pouze v tom, ze ve vzorcich se pricte jesté doba setrvani ve stavu OK, tedy 7(OK),
tedy doba potiebnd k signifikaci vhodného vyrobku a jeho ulozeni do patticné prepravky,
palety nebo nadoby. Pak tedy symbolicky

prr = Z P {nejkratsi cesta T'— T}/ t dP {doba nejkratsi cesty < t}.
0

nejkratsi
cesty

Zde se objevuje jeden problém, a to v tom, ze ve vyjadieni doby nejkratsi cesty se vysky-
tuje soucet vzajemné nezavislych dob, které jsou popsany napt. Weibullovymi rozdélenimi
s ruznymi parametry. Zde se projevuje vyhoda normélniho rozdéleni, protoze v souc¢tu opét
vyjde normélni rozdéleni.

Pribéh celého chodu kontrolniho stanovisté se tak rozpada na sekvenci zdkladnich
cykluT' — T, které lze povazovat obvykle za nezavislé. Protoze pravdépodobnostni povaha
cyklu se casem neméni, 1ze cely semimarkovsky proces chapat jako regeneracni proces, kdy
cas vstupu do stavu T znamena pravdépodobnostni repliku predchazejicich zakladnich
cyklu.

Zéakladni cyklus 7" — T ma pouze dva vysledky, a to stav OK ¢i stav .S. Pravdépodobnost
vyskytu cyklu s vystupem OK je rovna

P{T —T)=0K} = p(T,0K)+p(T,R)) P(Ry,OK) + p(T, Ry) p(Ry, Rs) p(Rs, OK)
+ p(T, R1) p(Ry, R2) p(Ra, R3) p(R3, OK),

pak tedy

P{(T —T)=58} = p(T,R)p(Ri, Ry) p(R2, R3) p(R3, S)
| — P{(T —T) = OK}.

Lze tedy snadno odvodit rozlozeni doby trvani cyklu (7" — T'):

P{r(T - T)<t}=p((T'— 9)) P{r(T' — S) <t} +p((T — OK)) P{r(T — OK) < t}.
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Je ihned zfejmé, zZe lze na cyklus pohlizet jako na ndhodnou veli¢inu se dvéma stavy
(' - T)=0Ka (T —T) =S5 s vySe zadanymi pravdépodobnostmi. Tento fakt lze
vyuzit pro odhad stfedni doby vyskytu stavu S v procesu, tedy stfedni doby mezi dvéma
zmetky. Vyskyt cyklu s vystupem S lze popsat pomoci geometrického rozdéleni, tedy

P{(T — T) = S poprvé po n cyklech (I' = T)=OK} =¢qp", n=0,1,...,

kde ¢ = 1 — p a p = pravdépodobnost vyskytu cyklu (7" — T') = OK. Pak stfedni doba
mezi dvéma stavy S je rovna stfedni hodnoté vyse uvazovaného geometrického rozdélent,
tedy hodnoté
l—gq
q

Vhodna rozdéleni pro modelovani doby setrvani ve stavu

Je samoziejmé, ze zde je nutno zacit od namérenych dat, kterd daji zasadni informaci
o volbé modelu popisujictho nahodné chovani oby setrvani v nékterém stavu. Métfeni by
méla probihat prakticky za stalych podminek pro ziskani vhodného modelu, ale na druhou
stranu nelze ignorovat vyjimecna a odlehla pozorovéni, resp. jejich cetnost, kdy dochéazi
na lince pii dané operaci (tedy stavu systému) k néjaké mimoradné situaci, kterd se muze
objevit a nelze ji zcela z procesu eliminovat. Pokud by bylo mozno tyto odlehlé hodnoty
vyvolané néjakymi problémy na lince vysvétlit modelem rozdéleni s tézkym chvostem,
s vahou daleko vétsi by popisovalo béznou situaci prubéhu v daném stavu na lince, druhé
rozdéleni s vahou mensi by popisovalo pravé ony mimotradné dlouhé doby setrvani systému
v onom Stavu.

Je mozno uvazovat i takové stavy, kdy tyto situace neptripadaji s velkou pravdépodob-
nosti v uvahu, napt. stav OK, kdy je shodny vyrobek pouze oznacen a ulozen do patricné
expedi¢ni bedny. V takovychto pripadech by se dalo uvazovat i normalni rozdéleni s urcitou
sttedni hodnotou a relativné malym rozptylem.

Logaritmicko-normalni rozdéleni

Aplikuje se tam, kde nahodnd veli¢ina Y nabyva spojitych hodnot teoreticky v intervalu
od 0 do +o0.

Néhodnd veli¢ina Y mé v tomto piipadé logaritmicko-normadlni rozdéleni (log-normélni

rozdéleni) LN (u,0?) s parametry p a o

Potom je

hustota pravdépodobnosti

— e 202 roy > 0,
9(y) G pro y



distribucni funkce

Yy 1 e
G(y) :/ e A Az
0

ou\V 2w

stredni hodnota

E(Y) = et
rozptyl
D(Y) = et _ gute’
= EXY)*{e” —1}.
Néhodnd velicina X = InY mé normélni rozdéleni N(u, o), kde stiedni hodnota

E(X) = E(nY) = p a rozptyl D(X) = D(InY) = ¢ (InY znadi piirozeny logarit-
mus Y, tedy logaritmus pii zakladu e.)

Odhady parametria p a ¢ na zakladé ndhodného vybéru rozsahu n (pozorované hod-
l'lOty jSOH Y, Y2y - - - Jyn):

e Postup A:

=

S|

zn: Iny;
i=1

n

2
1 O 1 IR
A2 )2 N2 = )
6" =——7 E (Iny; — 1) — g (Iny;) " <ZE:1 lnyz>

=1 i=1

Poznamka: Polozime-li ve vyrazu pro distribu¢ni funkci log-normalniho rozdéleni
u =2 potom du = (1/0y) dy. Distribuén{ funkece G(y) prechdzf na distribu¢ni

funkei normovaného normalniho rozdeleni N(0,1), tj. ®(u) = [*_ L%

2
ez dy.
e Postup B:

M1 = %121% a W2 = %;yf,

6% = In(u/pi) a o = Inp —36°
e Postup C:
1 n
y = - Yi,
n <
=1

VA

< N
I
—_

)

&

|

<

~—

\.l\')



potom

>

n—1)s?
52 = ln<%+1),

>
I
=)
<
|
|
Q

Kvantil y, ndhodné veliciny Y majici log-normalni rozdéleni LN (u, 0?) je roven

Yo = e(u—&—uaa),

kde u, je a-kvantil normovaného normalniho rozdéleni N(0,1). Je totiz

Inya—p
o

1 w2

@(ua):/m ¢t du=a

Ug = (Iny, —p)/o atedy Iny, = p+ uyo.

V praxi byva dosti ¢asto vyhodné do rozdéleni lognormélniho zabudovat jesté tieti
parametr, parametr polohy 6, ktery predstavuje posunuti hustoty rozdéleni vpravo od
nuly. Pak takova ndhodna veli¢ina nabyva pouze hodnot vétsich nezli 8, pod touto hod-
notou je hustota rozdéleni nulova. Dosti ¢asto je hodnota tohoto parametru presné znama,
protoze casto se jedna o dolni hranici nebo predepsanou mez, pod niz se hodnoty ndhodné
veli¢iny nemohou objevit. Tento pfipad lze uvazovat i v nasem ptipadé, dolni hranice je
predstavovana minimélni dobou, po kterou systém muze zustat v daném stavu. Vzorec
pro hustotu se zméni pouze v tom, Ze misto proménné y uvazujeme proménnou y — 6.
Rovnéz pak do odhadu misto hodnot y dosadime hodnoty y — 6.

Weibullovo rozdéleni

Maé-li ndhodna velicina X, ktera nabyva hodnot > ¢, Weibullovo rozdéleni s parametry
a, b, ¢, potom je jeji

hustota pravdépodobnosti

b r —C b=t z—c\b
flx) = —< > e (5% pro x > c,
a a
=0 pro z < ¢;
distribucni funkce
_o\b
Flx) = 1—- e (55%) pro x > c,
=0 pro z < ¢;
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stredni hodnota

rozptyl

Vyznam jednotlivych parametru:
parametr a > 0 je parametrem méritka;

parametr b > 0 je parametrem tvaru rozdéleni,
je-li b =1, potom se jednda o exponencialni rozdélent,
je-li b = 2, potom se jedna o Rayleighovo rozdélent;

parametr ¢ > 0 je parametrem polohy, v mnoha ptipadech se klade ¢ = 0.

Odhady parametrii a, b, cistfedni hodnota E(X) arozptylu D(X) jsou uvedeny napf.
v normé CSN 01 0224, kde jsou i patiicné tabulky.

Pro b = 0,2 az 15 jsou tabelovany pomocné hodnoty

1 9 1/2
ker (i) oo (002 ))

Potom je E(X) =a K, +ca D(X) = a®g}.

Kvantil x, nahodné veliciny X majici Weibullovo rozdéleni s parametry a, b, ¢ je roven:

To =al—In(1— )]’ +c.

Odhady parametra a, b, ¢z ndhodného vybéru rozsahu n (pozorované hodnoty jsou
L1, T2,y ... ,.CCn>.

A) Bodovy odhad parametru a pfi zndmych parametrech b i c:

(zz;m - c>b) "

n

a =

B) Bodovy odhad parametru a, b pii zndmém parametru c:

7 T 1 ~
b = %Sy = 1,28255/8y
a = e} kdey =0,577226
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a kde

In(z; —c) a s, = {Z?:l Infzi —c) - yf} :

, n—1
=1

Poznamka: Pro malé hodnoty n je potreba odhad b vynasobit faktorem nestrannosti
M (n) (viz prislusnd tabulka v CSN 010224).

C) Odhad parametru a, ¢ pro znamé b:

n Ay /b
C = Tmin; &Z{—Zizl(% 9 } ;

je-li b < 1, potom

je-li b > 1, potom

kde

" " 1/2
1 1
T= o s:{n_lgl(:m—ff} D =T -ak,
a hodnoty K, a g, jsou tabelovany (viz tabulka v CSN 01 0224).

D) Odhad parametru a, b, c:

Vypocteme vybérovy prumér T, vybérovou smérodatnou odchylku s a statistiku

T ) 2ot (T — T)°

7 tabulky v normé CSN 010224 vyhleddme b, K}, g, pro vypoétenou hodnotu p =
pp. Potom dostavame odhady:

b=, a=5/gp, €= Tmn pro b < 1, resp.
¢ = min {c*, Tyin } pro b > 1.

Ilustracni priklad

Tento ptiklad je inspirovan konkrétnim vyrobnim procesem, z néhoz byla ziskana data
z kontrolniho stanovisté. Montazni linka provadi sestavovani ventili a na jejim konci se
provadi 100 %tni kontrola pomoci nékolika testtu. Data o vysledcich testu jsou automa-
ticky sbirdana a ukladana do databaze. K dispozici bylo dohromady 837 udaju, které byly
zpracovany a jednotlivé vystupy z vysledku métfeni byly oznaceny symboly OK, KO a
OK 0. Symbol OK znaci, ze test probéhl spravné a vyrobek je shodny s pozadavky,
symbol KO znaci, ze vyrobek neprosel testem a byla nutna oprava, symbol OK _0 znaci
uvolnéni vyrobku po jeho opraveni a otestovéani. Stav S (zmetek) zde nebyl zaveden, tudiz
vyrobek se muze nékolikrat za sebou opravovat (napt. 6 X ), nezli je opraven a uvolnén.
Ze zaznamu byly zjistény tyto skutecnosti:

prechod ze stavu T do stavu OK se uskutecnil 304 x, prechod ze stavu 1" do stavu R;
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pak 199 x. Prechod ze stavu R; do Ry probéhl 79 x, ze stavu Ry do OK pak 120 x. Ze
stavu Ry do stavu OK se systém dostal 49 x, ze stavu Ry do R3 pak 30 x. Z R3 do OK
systém probéhl 16 x, ze stavu R3 do R4 se dostal 14 x, z Ry do OK pak 7 x. Ze stavu
R4 do Rj se systém dostal 3 x, z R5 do OK pak 4 X, ze stavu R do Rg 3 X, z Rg do OK
2 X, 7 Rg do R; pouze 1 X, z R; do OK ani jednou, a nakonec R; do Rg pouze jedenkrat
a samoziejmeé pak z Ry do OK jedenkrat.

Na zakladé téchto dat byla sestavena nésledujici matice 1 poctu prechodu ze stavu do
stavu, ktera je typu 10 x 10.

Pomoci této tabulky byla vypracovana tabulka 2 odhadu pravdépodobnosti prechodu
mezi jednotlivymi stavy vlozeného markovského tetézce. Protoze se zde nevyskytuje stav
S (zmetek), pak je nutny prechod ze stavu Rg do stavu OK s pravdépodobnosti 1.

V piipadé, ze vyrobky, které neprojdou uspésné ze stavu Rz do OK, zahrneme do
stavu S, pak ziskdme zredukovanou tabulku 3, kterda muze predstavovat modifikaci kon-
trolovaného systému montazni linky v tom smyslu, Ze se neprovadi kontrola az do iplného
odstranéni problému, ale provadi se pouze konstantni pocet oprav (zde Ry, Rs, R3). Tato
modifikace muze byt zajimava ze dvou duvodu, a to ¢asovych i nakladovych. Kontrolni
stanovisté je na konci linky, kterou je mozno popsat pomoci Poissonova procesu s jistym
parametrem A (homogenni piipad popisujici stabilizovany chod linky), kde tento para-
metr predstavuje ocekdvany pocet smontovanych vyrobku za jednotku ¢asu. Pokud by za
stejnou jednotku ¢asu byl ocekdvany pocet kontrolovanych kustu mensi, pak by dochézelo
k hromadéni kusu pred kontrolnim stanovistém. Toto by se dalo odstranit tim, ze se
pocet oprav omezi na predem dany pocet (napt. 3) a kusy, které neprojdou, jdou mezi
zmetky. Druhy aspekt je ekonomicky. Kazda oprava néco stoji, cas a naklady, protoze lze
ocekavat, ze ¢im delsi série oprav, tim vétsi pravdépodobnost zmetku, pak je otazka, co
po pevném poctu oprav. Tyto otazky se pravé daji velice dobfe fesit pomoci simulaci,
kdy ke kazdému stavu je pritazena nejenom doba jeho trvéani, ale i ekonomické naklady,
a jedna se pak o optimalizacni ulohu.

V tomto prikladu se samoziejmé jedna o regeneracni proces, kdy proces zacind ve stavu
T a do stavu T" se dostane vzdy za stejného pravdépodobnostniho schématu. Ze stavu T’
se cesty déli na dvé mozné, bud vyrobek bude na konci ve stavu OK nebo skonéi ve
stavu S jako zmetek. Protoze lze celkem snadno spocitat pravdépodobnosti jednotlivych
vetvi téchto dvou cest, dojdeme k vysledku, ze prechod T" — OK mé pravdépodobnost
P(T — OK) =0,9616 a P(T — S) ma tedy doplikovou pravdépodobnost 0,0384.

Stredni doba taktu 7' — T je pak ddna obecné vzorcem

Z Pst (vyskytu cesty) E {doba cesty}

{vé.cesty}

a rozdéleni pravdépodobnosti trvani taktu 7" — T je dano vzorcem

Z Pst {vyskytu cesty} Pst {délka cesty < t}.

{vé .cesty}
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Mame tedy dva typy taktu, takt koncici dobrym vyrobkem, takt OK a takt koncici
zmetkem, takt S. Protoze jednotlivé takty jsou mezi sebou stochasticky nezavislé (lze
predpokladat, protoze kazdy takt se tyka jiného vyrobku), 1ze se na vyskyt taktu divat jako
na binomickou proménnou s pravdépodobnosti p, kterd odpovida vyskytu taktu typu OK
a 1 —p znamena vyskyt taktu typu S. Jaky je stfedni pocet takti mezi dvéma takty typu
S?7 Jednd se o geometrické rozdéleni, které vyjadiuje pravdépodobnost vyskytu sekvence
taktt typu OK konéici taktem typu S.

P{j takt typu OK za sebou a pak takt typu S} = p’(1 — p).

Pak stredni pocet taktu mezi dvéma takty typu S je
1-— = —
(1-p) jE:l v =1 5

V naSem pripadé to znamend, Ze tento stfedni pocet je roven priblizné 25 taktu pri
p = 0,9616. Odtud plyne, ze prumérnd doba mezi dvéma stavy S je tedy priblizné 25 x
prumérnd doba jednoho taktu. Prumérnd, neboli sttedni doba jednoho taktu, bude kon-
vexni kombinace stfednich dob taktu typu OK a taktu typu S, tedy

E{taktu T — T} =pE{(T — OK)}+ (1 —p) E{T — S}.

Tabulka 1: Pocty prechodu

T OK Ry Ry R Ry Rs Rg Ry Rg
T 0 304 199 0 0 0 0 0 0 0
OK 503 0 0 0 0 0 0 0 0 0
Ry 0 120 0 79 0 0 0 0 0 0
Ry 0 49 0 0 30 0 0 0 0 0
Rs 0 16 0 0 0 14 0 0 0 0
Ry 0 7 0 0 0 0 7 0 0 0
Rs 0 4 0 0 0 0 0 3 0 0
R 0 2 0 0 0 0 0 0 1 0
Ry 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1
Ry 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0
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Tabulka 2: Pravdépodobnosti prechodu

T OK R, Ry R3 Ry Rs Rg R, Rg
T 0 0,6044 | 0,3956 0 0 0 0 0 0 0
OK 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
R, 0 0,6030 0 0,3970 0 0 0 0 0 0
Ry 0 0,6203 0 0 0,3797 0 0 0 0 0
Rs 0 0,5333 0 0 0 0,4667 | 0 0 0 0
Ry 0 0,5000 0 0 0 0 0,500 0 0 0
Rs 0 0,5714 0 0 0 0 0 10,4286 0 0
Rg 0 0,6667 0 0 0 0 0 0 0,3333 0
R, 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1
Ry 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0
Tabulka 3: Zredukovand matice pravdépodobnosti prechodu

T OK Ry Ry Rs S

T 0 0,6 0,4 0 0 0

OK 1 0 0 0 0 0

R, 0 0,6 0 0,4 0 0

Ry 0 0,6 0 0 0,4 0

Rs 0 0,4 0 0 0 0,6

S 1 0 0 0 0 0

a

b

)
)
c)
)
)
)

f

Zadéanim pravdépodobnosti pfechodu pro vnoreny markovsky fetézec a zadanim rozdéleni
dob setrvavani v jednotlivych stavech jsou jednoznaéné urceny pravdépodobnostni charak-
teristiky modelu. Tyto veliciny jsou i vstupy do mozné simulace chodu stanovisté ve

~ o~

stfedni délka taktu OK
sttedni délka taktu S

celkova stredni délka taktu 7" — T’
d) pocet vyrobku OK /jednotka casu

e) pocet zmetku S /jednotka ¢asu

vhodném virtualnim prostiedi.

pravdépodobnost vyskytu zmetku S
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