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Abstrakt: Autor! se zabyva asymptotickym chovanim maximalné vérohodného odhadu ukaza-
tele C, a je dokdzana jeho silnd konzistence. Tento prispévek je pfimym pokracovanim autorova
¢ldnku publikovaného na konferenci Request’08.
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Uvod

Ukazatele zpusobilosti a vykonnosti jsou v prumyslové praxi, hlavné v automobilovém
prumyslu, vyuzivany velice ¢asto pro jednoduché vyjadieni pozadavku zakaznika ¢i kon-
struktéra na vybrané znaky kvality spojité povahy. Na jedné strané je vyjadieny pozadavek
na znak kvality vyjadieny ¢iselnou hodnotou ukazatele, coz klade pozadavky na ocekavany
pocet neshodnych kust mimo toleranéni pole a soucasné tim i pozadavek na troven varia-
bility, kterou méa sledovany znak kvality jako nahodna velicina vykazovat. Pozadovana
uroven variability je nejcastéji vyjadiena hodnotou smérodatné odchylky za predpokladu,
ze chovani znaku kvality se d4 popsat normalnim rozdélenim. Na druhou stranu je redlny
vyrobni proces produkujici vyrobek se sledovanym znakem kvality a je otazkou, zdali je
proces pozadavku na znak kvality kladené splnit. Abychom se o tom presvédcili, je nutno
jit do procesu, odebrat data a ta vyhodnotit pomoci metod matematické statistiky.

Velice casto se lze v praxi setkat s ndsledujicim postupem. Z procesu jsou odebirana
data, ktera jsou automaticky vkladana do softwaru, ktery vede regula¢ni diagramy hlidajici
stabilitu procesu a soucasné jsou tatdz data pouzita pro odhady ukazatelu zpusobilosti
a vykonnosti. Vysledek je pak bodovy odhad ukazatele zpusobilosti ¢i vykonnosti, ktery
je ziskdn za obdobi, pro které byl veden regula¢ni diagram. Toto obdobi muze byt re-
lativné kratké, napf. jedna sména ¢i cely den (24 hodin) a ziskdvdme tak informaci
spise o kratkodobé zpusobilosti procesu. Mame tedy k dispozici posloupnost konec¢nou
bodovych odhadu ukazateli zpusobilosti ¢i vykonnosti a chtéli bychom ji vyuzit pro kon-
strukci bodového odhadu pro dlouhodobéjsi zpusobilosti ¢i vykonnost, protoze mnohdy
originalni data odebrand piimo z procesu jiz nemuseji byt k dispozici. Je tedy otazkou, jak
zkonstruovat odhad ukazatele zpusobilosti ¢i vykonnosti na zdkladé koneéné posloupnosti
bodovych odhadu ziskanych z jednotlivych regula¢nich diagramu.

Mame tedy znak kvality X, o kterém budeme predpokladat, ze ma normélni rozdéleni
N(u,0?), data z procesu pii jeho méfeni jsou ziskdvdna ve formé podskupin rozsahu n,
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na kazdém regula¢nim diagramu je k£ podskupin a téchto regulacnich karet je celkem N.
Je predpokladdna vzajemnd stochastickd nezavislost dat. K dispozici je celkem tedy N
bodovych odhadu C{V, ..., CM resp. PV, ... PN,

V praxi se pro odhad smérodatné odchylky o inherentni variability, kterda vystupuje
v definici ukazatele C), pouziva téméi vyhradné nésledujicich tif odhadu pro parametr o:
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V pifpadé a) se jednd o odhad na zakladé primérného vybérového rozpéti R, v pifpadé b)
je odhad zalozen na prumérné vybérové smérodatné odchylce 5. Tteti pripad pouziva tzv.
“pooled standard deviation”. Konstanty da(n) a Cy(n) zavisejici na velikosti podskupiny,
jsou tabelovény napf. v normé ISO CSN 8258.

Je ztejmé, ze chovani odhadu ukazatele C), bude zaviset na volbé odhadu parametru
o, coz se bohuzel v praxi nedéje a ani softwary tuto moznost neuvazuji a mezi prislusnymi
odhady nerozlisuji.

Pro piipad odhadu Pp se pouziva rovnéz vyhradné celkové (totalni) vybérova smeéro-
datné odchylka pro odhad tzv. totalni smérodatné odchylky, a to
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tento odhad ma pouze smysl, kdyz data lze bez ohledu na sbér do podskupin povazovat za
normalné rozdélené, nebot obecné u aplikace ukazatele P, se nepredpoklddd stabilnf stav
procesu. Zde z;; je j-té pozorovani z i-té podskupiny, T je celkovy aritmeticky prumeér ze
vsech dat.

1. Hustoty pro odhady ép a ﬁp

Abychom mohli zkonstruovat MLE ukazateli C, ¢i P,, musime nejdiive najit hustoty
rozdéleni pravdépodobnosti. Samoziejmeé, ze tyto hustoty budou zavislé na volbé odhadu
smérodatné odchylky o. Jestlize budeme uvazovat odhad 65, pak lze najit aproximaci pro
hustotu, protoze lze vyuzit pouze asymptotické vyjadieni pro chovani vybérového rozpéti
R z normélni populace. Plati, viz. napt. [1], ze
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7Z toho ihned plyne pro primérné vybérové rozpéti R, Ze
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Parametry «,,, (3, jsou tabelovany v [1] a zdviseji na velikosti podskupiny n. Jestlize tedy

odhad ukazatele C, bude
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pak lze snadno odvodit, ze
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pro z > 0, a jinak nula. (®(-) je distribuce rozdéleni N(0,1).) Tim se dostavame k pfib-
liznému vyjadfeni hustoty pro odhad C,, totiz
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a fr(xz) =0 jinak.

Zcela analogicka situace nastava v pripadé b), kdy se vyuzije asymptotického chovani
vybérové smérodatné odchylky a to
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Pak prumeérnd smérodatna odchylka z & podskupin dava odhad pravdépodobnosti
pl& loi g “”‘1‘/E<1—1) ,
Cp bn,1 T

fo(z) = “nl\/fcpexp{ ka?_, <Cp - 1>2}

b1 B 207 4 \

pro z > 0 a fs(z) = 0 jinak. Zde

pak tedy
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U tfetiho ptipadu c) je situace odlisna, zde lze odvodit snadno hustotu rozdéleni
odhadu C), pomoci x2-rozdéleni, které m4 velicina

k(n—1) (&1)2 |



Na zakladé tohoto pak odpovidajici hustota pro odhad C'p s pomoci 6; ma tvar
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pro x > 0 a f;(x) = 0 jinak.

V piipadé odhadu ukazatele P, je situace zcela analogickd, pouze se zméni pocet stupiit
volnosti v rozdélen{ x? z k(n — 1) na kn — 1, jinak se tvar odpovidajici hustoty neméni.
Pokud bude proces statisticky zvladnut a stabilni, pak odhady ép a f’p by se nemély prilis
lisit. Pokud se ale objevi zvlastni pri¢ina vyvolavajici variabilitu mezi podskupinami, pak
s velkou pravdépodobnosti bude
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2. MLE ukazatele C, pro piipady a) a b)

Piedpokladejme tedy, ze mdme k dispozici N odhadu ukazatele C, — C‘Igl), q@, L, O
Pak jejich sdruzend hustota pravdépodobnosti ma tvar
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pii pouziti odhadu og ve vsech N pripadech. Odpovidajici logaritmus vérohodné funkce
ma pak tvar
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P1i pouziti odhadu ¢ pro inherentni smérodatnou odchylku je odpovidajici logaritmus
vérohodnosti funkce zcela tentyz s tim rozdilem, ze pak
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MLE pro C, se pak ziska feSenim kvadratické rovnice
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ktera vyplyne z vérohodnostni rovnice
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Kvadratickd rovnice dava 2 reSeni
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My ale uvazujeme pouze feseni se znamenim +, protoze C), je vzdy kladné.
V piipadé N =1, coz je velice casty piipad v praxi, dostaneme odhad
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Statistiky 77 a 15 jsou definovany nasledovneé:
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Poznamka 1. Je nutno zduraznit, ze se nejedna presné o MLE odhad, protoze vse je
zalozeno pouze na aproximaci sdruzené hustoty, ktera vychdzi z asymptotického chovant
R resp. 5. Spravné by tedy mélo byt AMLE (approximative MLE).

Bude-li tedy pocet podskupin dostatecné velky (k > 25), pak se odhady ép a C’ISMLE)
nebudou piilis lisit pro obvyklé velikosti podskupin 2 < n < 10.

Plati nésledujici véta, ktera je zcela samoziejma.

Véta 1. Bude-li k — oo, pak pro kazdé n € N a kazdé N € N
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Zajimava je ale otazka, co se bude dit, kdyz n a k budou fixovany a N ~ oo, coz je
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ukazatele C), ziskanych postupné z regulacnich karet za predpokladu, Ze proces je stéle
pod statistickou kontrolou.

Pokud N /' +oo s fixnimi n a k, pak mdme co ¢init se zdkonem velkych ¢isel, nebot
ve vzorcich pro MLE se objevuji vyrazy
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Aby platil silny zédkon velkych ¢isel, je nutnd a postacujici existence odpovidajicich stfednich
hodnot, nebot za nasich pfedpokladii se jednd o pruméry od i.i.d. velicin. Jde tedy o to,
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coz vede ke konvergenci ¢i divergenci nésledujicich integralu:
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resp. s hustotou f,(-). Lze se presvédcéit, ze oba integraly konverguji, coz znamend, ze silny
zékon velkych ¢isel plati (viz déle).

3. MLE ukazatele C, pro ptipad c)

V tomto piipadé je odhad ukazatele C), zalozen na “pooled standard deviation”, a tudiz
odpovidajici sdruzena hustota pro N nezévislych odhada C{V, C(¥, ... C™) m4 tvar
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Snadnym vypoctem dojdeme k rovnici pro MLE ukazatele Cy:
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coz dava feSeni rovnice ve tvaru:
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Pro nejjednodussi pripad N = 1 ihned mame C (MLE) Cp.

Poznamka 2. V pifpadé odhadu ukazatele C), odvozenych od R a s jsou pouzity jako
odhady odpovidajicich hustot rozdéleni pravdépodobnosti funkce fr(-) a f(:). Aby tyto
funkce byly skutec¢né hustotami pravdépodobnosti, bylo by nutné je vynasobit vhodnymi
koeficienty, aby integral z nich ptes obor (0,+00) byl skutecné roven 1. Tyto koeficienty
jsou:

1. pro pifpad s R:
1
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2. pro pripad s s:
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Protoze ale tyto koeficienty velice rychle konverguji k 1 pfi & — oo, chyba, které se
touto nepfesnosti dopustime, je z praktického hlediska vlastnosti odhadu ukazatele C),
zanedbatelna.




Poznamka 3. Diikaz silné konzistence odhadt ukazatele C), je zalozen na silném zakonu
velkych ¢isel pro vzajemné nezavislé a stejné rozdélené nahodné velic¢iny, kde konecnost
sttedni hodnoty je nutnou a postacujici podminkou. V piipadech maximéalné vérohodnych
odhadii zaloZenych na R a 3 se tedy jednd o koneénost stfednich hodnot
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Abychom dokézali platnost silného zdkona velkych éisel pii pouziti odhadu a) a b), je
nutno ovérit konecnost prislusnych stfednich hodnot. Na zakladé poznamky 2 oznac¢me
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pak tedy uzijeme vztah
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Z tohoto odvodime tvar pro hustotu bodového odhadu C'p a musime ovérit konvergenci

integralu
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(pro piipad b) misto funkce fr(-) vystupuje funkce f,(+)).

Ozna¢me ¢(+) hustotu rozdéleni N(0,1). Pak lze pomérné snadnym vypoctem dospét

k vyrazu
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Je ihned vidét, ze prvni integral konverguje a je pro k > 20 zanedbatelny, druhy integral

konverguje rovnéz k hodnoté & ktera zarucuje asymptotickou nestrannost.

V pifpadé E{Z;} postupujeme zcela obdobné a opét pomérné snadnym vypoctem
CQ
p

dojdeme k integralu
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Prvni dva integrdly konverguji a opét pro k > 20 je lze pro praxi zanedbat, protoze jsou
tadu o(k) a o(k'/?).

Souhrnné lze tedy psat, ze
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Tim je dokdzéano, ze pro piipady odhadu a) a b) plati konvergence ve smyslu s.j., ale
odhady pti N — oo jsou mirné vychylené praveé v zavislosti na velikosti parametru k.

V piipadé odhadu c¢) zalozeného na sdruzené smérodatné odchylce je nutno dokézat

konvergenci integralu
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Po drobnych upravach dospéjeme k integralu
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kde s = k(n — 1) a snadno zjistime, ze v tomto piipadé
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Integral tedy konverguje, coz dokazuje platnost silného zakona velkych ¢isel a navic vyse
uvedena vlastnost nestrannosti vede k tvrzeni, Ze maximalné vérohodny odhad zalozeny
na sdruzené smérodatné odchylce je silné konzistentni, tedy
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Ziskané vysledky lze tedy shrnout do nasledujici véty.

Véta 2. V piipadé odhadu a) a b) lze dokdzat konvergenci ve smyslu s.j. k hodnoté
mirné vychylené od hodnoty ukazatele C,, v pfipadé odhadu c) plati silnd konzistence.

Podékovani: Tato prace vznikla v rdmeci projektu 1M08047 MSMT Centrum pro jakost
a spolehlivost ve vyrobé.



Reference

[1] Hald A. (1952) Statistical Theory with Engineering Application. John Wiley and Sons,
N.Y.

[2] Michalek J. (2008) Viastnosti odhadu ukazateli zpiusobilosti. Request’08, Sbornik kon-
ference CQR, FSI VUT Brno, 153-162.



