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TESTY DOBRE SHODY PRO MODEL
ZRYCHLENEHO CASU
V ANALYZE PREZITI
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Abstrakt: V prispévku studujeme regresni modely pro analyzu preziti, vé-
nujeme se predev§im moznostem, jak sestavit testy dobré shody pro model
zrychleného ¢asu. Porovndvame je s testy pro Coxuv model proporcionalniho
rizika zaloZzenymi na teorii ¢itacich procesu. Na simulovanych datech zkou-
méme empirické vlastnosti testu téchto modela, pozorujeme jejich silu v za-
vislosti na velikosti sledovaného vybéru, typu regresoru a tvaru zakladniho
rizika. Hledame, v jakych situacich je mozné dobfe rozlisit, podle kterého
modelu se data chovaji a naopak kdy je rozliseni mezi modely obtiznéjsi.

Keywords: Survival analysis, Goodness-of-fit tests, Accelerated Failure Time
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Abstract: In present work we study regression models in survival analysis,
we focus mainly on options how to perform goodness-of-fit tests for the Ac-
celerated Failure Time model. We compare those methods with existing tests
for the Cox proportional hazards model which are based on counting process
theory. On simulated data, we study empirical properties of these tests. We
compare their empirical power for various sample sizes, covariate types and
basic hazard. We try to find cases when it is possible to distinguish between
the models well and when not.

1 Regrese v analyze spolehlivosti

Studujeme data reprezentujici dobu od zac¢atku pozorovani do dosazeni néja-
ké predem definované udalosti - poruchy - v zavislosti na vysvétlujicich pro-
ménnych. Poc¢itdme s nezavislym cenzorovanim zprava, tj. Ze u nékterych je-
dincu je pozorovani ukonéeno pred dosazenim poruchy. Oznacime T skuteé-
né casy udalosti a C; ¢asy cenzorovéni. Data méme ve tvaru (T;, A;, X ;) ,,
kde T; = min(T},C;), A, = I(T; < C;) a X; je vektor regresoru.

Déle ozna¢me «;(t) = limp—oP(t < T <t + h|T} > t)/h rizikovou funkei.
Data se reprezentuji také jako ¢itaci procesy, oznacme N;(t) = I(T; < t,A; =
1), Yi(t) = I(t < T;), intenzity A;(t) = Yi(t)a;(t) a kumulované intenzity
Ai(t) = f(f Ai(s)ds. Bylo dokdzéno, ze M;(t) := N;(t) — A;(t) jsou za platnosti
daného modelu martingaly vzhledem k filtraci

Fim =0 {N;(s),Yi(s), X;,0<s <t,i=1,..,n}
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(Flemming&Harrington, 1991). Pomoci ¢éitacich procesu se déd prepsat loga-
ritmickd vérohodnostni funkce dat a jejim derivovanim dle pfipadnych para-
metru ziskdvdme skérovy proces U(t, 8), pro odhady pouzivdme tento proces
az do ngjakého casu 7, vyssiho nez je ¢as posledni udalosti (piseme U(8) =

U(r,B))-
2 Nejpouzivanéjsi modely

Srovname zde dva ze zdkladnich regresnich modelu analyzy pfeziti a moznosti
jak provést prilusné testy dobré shody. Nejc¢astéji pouzivanym je Coxuv model
proporciondlniho rizika (Cox, 1972):

i (t) = exp(X T B)ay (1), i=1,..,n, t =10,7],
kde ap(t) je rizikovou funkei tzv. zdkladniho rozdéleni. Dalsim obvyklym je
model zrychleného ¢asu (Accelerated Failure Time - AFT, Buckley&James,
1979):
log(T}) = —-XT B + ¢, i=1,..,n.

kde €; jsou (iid). Pozor, nezndme skutetné hodnoty T3*, ale pouze pozorované
T;. Plati «;(t) = ao(eXiTﬁt)eXiTﬁ, kde aq(t) je rizikovou funkei pro veli¢iny
exp(e;). Pro ag(t) odpovidajici Weibullovu rozdéleni se modely shoduji pro
Bc = 0B 4, kde § je parametr tvaru Weibullova rozdéleni. Oba modely se od
sebe odlisuji interpretaci parametru, i tim, jak jsou motivovany. V Coxové
modelu pusobi hodnoty kovaridt piimo na rizikovou funkci, v.AFT modelu
regesory zpusobuji, ze virtudlné bézi ¢as pro dany subjekt rychleji nebo po-
maleji. Je proto dobré umét rozlisit, podle kterého modelu se data chovaji.

Testy dobré shody pro AFT model

Dosazenim odhadu ,@ do rovnice modelu ziskdme rezidua
ri = 1log(Ty) + XTB.

Ta narozdil od €; nejsou ani nezavisla ani stejné rozdélend, protoze odhady ,3
jsou zalozené na celém datovém souboru. Vzhledem k asymptotické konzis-
tenci odhadt ,@ (Lin et al, 1998) maji ale r; mit pfiblizné stejnou stfedni
hodnotu. Pokud mame cenzorovana data, odhadneme rezidua jako

Pii= Ay + (1= A E(ele > 10,

kde E(ele > r¢) odhadneme jako priimérnou hodnotu viech rezidui necen-
zorovanych pozorovani vyssich nez ric =logT; + X zT[:] Rozdélime data do
dvou skupin podle hodnot regresort a testujeme shodu stfednich hodnot mezi
témito podvybéry. Pouzijeme t-test a Wilcoxonuv test, kvuli nestejnému roz-
déleni rezidui budou vysledky pouze pfiblizné. Vyhodnotime zde proto em-
pirickou silu testu v zavislosti na velikosti vybéru, abychom mohli stanovit,
jaka je rychlost asymptotické konvergence.
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Testy dobré shody pro Coxtv model

Za platnosti Coxova modelu je mozné pomoci martingalové dekompozice
a centrdlni limitn{ véty simulovat proces, ktery je asymptoticky ekvivalentni
skérovému procesu U(t,3) = Y1, X;M;(t) (blize viz Bagdonavicius &
Nikulin, 2002). Takto ziskané replikace pak porovndme s hodnotou spoc¢itanou
z dat. Pro testovani pouzijeme supremovou statistiku suptE[O)T]HU (B,t)”
Pokud jeji hodnota prekroci (1 — )% hodnot simulovanych statistik, zami-
tdme hypotézu, ze data se chovaji podle Coxova modelu. Vzdy jsme vyrabéli
1000 replikaci.

3 Simulaéni studie

Generovali jsme data z Coxova i z AFT modelu, jako zdkladni rozdéleni
bylo pouzito Gamma rozdéleni I'(a = 1/100,p = 5) a Lognormalni rozdéleni
LN(u = 5,0% = 1). Pouzili jsme data s jednim regresorem, jednak spojitym
s hodnotami generovanymi z N (3, 1) a jednak faktorovym s hodnotami 0 a 1
z Alt(1/2). Hodnoty parametru jsme uvazovali 8 = 1 a 2 abychom porov-
nali vliv sily zavislosti. Vzdy byly zkouméany dvé varianty, bez cenzorovani
a s nezdvislym ndhodnym cenzorovdnim (okolo jedné ¢tvrtiny dat). Byly
pouzity vzorky velikosti 20, 50, 100, 200, 500 a 1000. Na data simulovand
podle Coxova modelu jsme zkouseli testy AFT modelu a naopak. Zvolili jsme
hladinu o = 0.05, vzdy jsme nagenerovali 1000 opakovani a pocitali, kolikrat
test na této hladiné hypotézu zamitne. Tak ziskame empirickou silu proti
dané alternativé. Vysledky viz tabulky 1 a 2.

Vysledky - testy Coxova modelu na datech z AFT

e Empirickd sila roste s velikosti vybéru vzdy vyjma piipadu Gamma
rozdeéleni s faktorovym regresorem a (5 = 2.

e Sila vySsi v pripadech bez cenzorovani.

e U lognormalniho zakladniho rozdéleni je sila vyssiu f =2nezu g =1,
u Gamma rozdéleni naopak.

e Pii lognormdalnim rozdéleni sila vyrazné vyssi pii stejném n nez pfi
Gamma.

Vysledky - testy AFT na datech z Coxova modelu

e Empiricka sila roste s velikosti vybéru ve vSech piipadech.

e Sila vyssi v piipadech bez cenzorovani pii spojitém regresoru, pii fak-
torovém naopak vyssi s cenzorovanim.

e Sillavy$ssiuf=2nezupg=1.

e Pii lognormalnim rozdéleni sila vyrazné vyssi pfi stejném n nez u Gam-
ma. Pouzitelny pocet zamitnutych vybéru je dosazen u Lognormalniho
rozdéleni pro 200 az 500 pozorovani, u Gamma pro 500 az 1000.
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Zakl.rozd. Gamma Lognormélni
B
Cenzorovani | NC C NC C | NC C | NC C
Regresor Spojity
20 0.054 0.053 0.071 0.04 0.133 0.103 0.148 0.047
50 0.107 0.09 0.094 0.079 0.291 0.206 0.288 0.204
100 0.234 0.131 0.146 0.112 0.499 0.425 0.423 0.305
200 0.336  0.257 0.249 0.169 0.785 0.614 0.773 0.555
500 0.63  0.552 0.347 0.24 0995 0.968 0.97 0.84
1000 0.928 0.769 0.557 0.293 1.000 0.997 1.000 0.987
Regresor Faktorovy
20 0.194 0.26 0.921 0.951 0.128 0.132 0.225 0.276
50 0.131 0.115 0.659 0.754 0.166 0.166 0.362 0.300
100 0.245 0.221 0433 0.532 0.330 0.272 0.562 0.513
200 0.424 0.395 0.203 0.243 0.570 0.508 0.845 0.796
500 0.784 0.696  0.37 0.250 0.904 0.888 0.996 0.990
1000 0.960 0.92 0.661 0.520 0.992 0.984 1.000 1.000

Tabulka 1: Podil vybéra kde byl Coxtuv model zamitnut na hladiné 0.05 -
data z AFT modelu

e Wilcoxonuv a t-test srovnatelné u necenzorovanych dat, u cenzorova-
nych je lepsi t-test.

e Celkové nizsf sila nez u testu Coxova modelu

4 Shrnuti

Aby bylo mozné rozlisit, podle kterého z modelu se data chovaji, je potfeba
v nékterych ptipadech velky pocet pozorovani. Testy Coxova modelu vykazuji
vysSi empirickou silu nez testy pro model zrychleného ¢asu. To muzeme
prisoudit tomu, ze pouzité metody jsou zde pouze piiblizné. Zlepseni by
mohlo pfinést vyvynuti testi zaloZzenych na martingalovych reziduédlech, po-
dobné jako pro Coxtiv model. Dalsim pfedmétem zkoumdani by mohly byt
i situace s regresory s proménlivymi hodnotami v case.
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Zakl.rozd. Gamma Lognormalni

B

Cenzorovani NC C | NC C | NC C | NC C

Regresor Spojity

20 T 0.012 0.011 0.003 0.007 0.052 0.008 0.001 0.007
W 0.010 0.008 0.003 0.009 0.052 0.007 0 0.003

50 T 0.012 0.008 0.011 0.026 0.014 0.024 0.014 0.019
W 0.004 0.004 0.004 0.023 0.009 0.016 0.008 0.018

100 T 0.022 0.024 0.022 0.008 0.065 0.034 0.012 0.041
W 0.017 0.020 0.014 0.016 0.063 0.019 0.011 0.026

200 T 0.071 0.047 0.063 0.035 0.181 0.092 0.147 0.039
W 0.047 0.027 0.049 0.025 0.163 0.031 0.186 0.028

500 T 0.086 0.058 0.131 0.055 0.653 0.364 0.829 0.390
W 0.065 0.023 0.151 0.042 0.632 0.205 0.941 0.276

1000 T 0.294 0.182 0.353 0.237 0.890 0.668 0.988 0.666
W 0.238 0.114 0.356 0.208 0.888 0.402 0.997 0.504

Regresor Faktorovy

20 T 0 0.003 0.001 0.010 0 0.017 0.002 0.016
\\% 0 0 0 0.007 0 0 0 0.004

50 T 0.002 0.004 0.007 0.019 0 0.012  0.02  0.040
A\ 0 0.003 0 0.012 0 0.003 0 0.012

100 T 0 0.010 0.021 0.061 0.005 0.027 0.119 0.224
W 0 0.005 0.003 0.057 0.005 0.008 0.092 0.066

200 T 0.012 0.023 0.109 0.218 0.050 0.106 0.640 0.676
W% 0.002 0.002 0.051 0.215 0.071 0.022 0.619 0.342

500 T 0.076 0.177 0.663 0.849 0.516 0.608 1 0.994
A\ 0.047 0.089 0.542 0.875 0.572 0.296 1 0.960

1000 T 0.361 0.580 0.981 0.998 0.966 0.980 1 1
W% 0.224 0.462 0.971 1 0.965 0.801 1 1

Tabulka 2: Podil vybéra kde byl AFT model zamitnut na hladiné 0.05 - data
z Coxova modelu. T - t-test, W - Wilcoxonuiv test
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