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TESTY DOBRÉ SHODY PRO MODEL

ZRYCHLENÉHO ČASU

V ANALÝZE PŘEŽITÍ

Petr Novák

Kĺıčová slova: Analýza přežit́ı, testy dobré shody, model zrychleného času

Abstrakt: V př́ıspěvku studujeme regresńı modely pro analýzu přežit́ı, vě-
nujeme se předevš́ım možnostem, jak sestavit testy dobré shody pro model
zrychleného času. Porovnáváme je s testy pro Cox̊uv model proporcionálńıho
rizika založenými na teorii č́ıtaćıch proces̊u. Na simulovaných datech zkou-
máme empirické vlastnosti test̊u těchto model̊u, pozorujeme jejich śılu v zá-
vislosti na velikosti sledovaného výběru, typu regresor̊u a tvaru základńıho
rizika. Hledáme, v jakých situaćıch je možné dobře rozlǐsit, podle kterého
modelu se data chovaj́ı a naopak kdy je rozlǐseńı mezi modely obt́ıžněǰśı.

Keywords : Survival analysis, Goodness-of-fit tests, Accelerated Failure Time
Model

Abstract: In present work we study regression models in survival analysis,
we focus mainly on options how to perform goodness-of-fit tests for the Ac-
celerated Failure Time model. We compare those methods with existing tests
for the Cox proportional hazards model which are based on counting process
theory. On simulated data, we study empirical properties of these tests. We
compare their empirical power for various sample sizes, covariate types and
basic hazard. We try to find cases when it is possible to distinguish between
the models well and when not.

1 Regrese v analýze spolehlivosti

Studujeme data reprezentuj́ıćı dobu od začátku pozorováńı do dosažeńı něja-
ké předem definované události - poruchy - v závislosti na vysvětluj́ıćıch pro-
měnných. Poč́ıtáme s nezávislým cenzorováńım zprava, tj. že u některých je-
dinc̊u je pozorováńı ukončeno před dosažeńım poruchy. Označ́ıme T ∗

i skuteč-
né časy událost́ı a Ci časy cenzorováńı. Data máme ve tvaru (Ti,∆i,Xi)

n
i=1,

kde Ti = min(T ∗

i , Ci), ∆i = I(Ti ≤ Ci) a Xi je vektor regresor̊u.

Dále označme αi(t) = limh→0P (t ≤ T ∗

i < t + h|T ∗

i ≥ t)/h rizikovou funkci.
Data se reprezentuj́ı také jako č́ıtaćı procesy, označme Ni(t) = I(Ti ≤ t,∆i =
1), Yi(t) = I(t ≤ Ti), intenzity λi(t) = Yi(t)αi(t) a kumulované intenzity

Λi(t) =
∫ t

0
λi(s)ds. Bylo dokázáno, že Mi(t) := Ni(t)−Λi(t) jsou za platnosti

daného modelu martingaly vzhledem k filtraci

Ft− = σ {Ni(s), Yi(s), Xi, 0 ≤ s < t, i = 1, ..., n}
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(Flemming&Harrington, 1991). Pomoćı č́ıtaćıch proces̊u se dá přepsat loga-
ritmická věrohodnostńı funkce dat a jej́ım derivováńım dle př́ıpadných para-
metr̊u źıskáváme skórový proces U(t, β), pro odhady použ́ıváme tento proces
až do nějakého času τ , vyšš́ıho než je čas posledńı události (ṕı̌seme U(β) =
U(τ, β)).

2 Nejpouž́ıvaněǰśı modely

Srovnáme zde dva ze základńıch regresńıch model̊u analýzy přežit́ı a možnosti
jak provést př́ılušné testy dobré shody. Nejčastěji použ́ıvaným je Cox̊uv model
proporcionálńıho rizika (Cox, 1972):

αi(t) = exp(XT
i β)α0(t), i = 1, ..., n, t = [0, τ ],

kde α0(t) je rizikovou funkćı tzv. základńıho rozděleńı. Daľśım obvyklým je
model zrychleného času (Accelerated Failure Time - AFT, Buckley&James,
1979):

log(T ∗

i ) = −XT
i β + ǫi, i = 1, ..., n.

kde ǫi jsou (iid). Pozor, neznáme skutečné hodnoty T ∗

i , ale pouze pozorované

Ti. Plat́ı αi(t) = α0(e
XT

i
βt)eX

T

i
β, kde α0(t) je rizikovou funkćı pro veličiny

exp(ǫi). Pro α0(t) odpov́ıdaj́ıćı Weibullovu rozděleńı se modely shoduj́ı pro
βC = δβA, kde δ je parametr tvaru Weibullova rozděleńı. Oba modely se od
sebe odlǐsuj́ı interpretaćı parametr̊u, i t́ım, jak jsou motivovány. V Coxově
modelu p̊usob́ı hodnoty kovariát př́ımo na rizikovou funkci, v AFT modelu
regesory zp̊usobuj́ı, že virtuálně běž́ı čas pro daný subjekt rychleji nebo po-
maleji. Je proto dobré umět rozlǐsit, podle kterého modelu se data chovaj́ı.

Testy dobré shody pro AFT model

Dosazeńım odhad̊u β̂ do rovnice modelu źıskáme rezidua

ri := log(Ti) +XT
i β̂.

Ta narozd́ıl od ǫi nejsou ani nezávislá ani stejně rozdělená, protože odhady β̂

jsou založené na celém datovém souboru. Vzhledem k asymptotické konzis-
tenci odhad̊u β̂ (Lin et al, 1998) maj́ı ale ri mı́t přibližně stejnou středńı
hodnotu. Pokud máme cenzorovaná data, odhadneme rezidua jako

r̂i := ∆iri + (1−∆i)E(ǫ|ǫ > rCi ),

kde E(ǫ|ǫ > rCi ) odhadneme jako pr̊uměrnou hodnotu všech rezidúı necen-

zorovaných pozorováńı vyšš́ıch než rCi = log Ti + XT
i β̂. Rozděĺıme data do

dvou skupin podle hodnot regresor̊u a testujeme shodu středńıch hodnot mezi
těmito podvýběry. Použijeme t-test a Wilcoxon̊uv test, kv̊uli nestejnému roz-
děleńı rezidúı budou výsledky pouze přibližné. Vyhodnot́ıme zde proto em-
pirickou śılu test̊u v závislosti na velikosti výběru, abychom mohli stanovit,
jaká je rychlost asymptotické konvergence.
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Testy dobré shody pro Cox̊uv model

Za platnosti Coxova modelu je možné pomoćı martingalové dekompozice
a centrálńı limitńı věty simulovat proces, který je asymptoticky ekvivalentńı
skórovému procesu Ũ(t, β̂) =

∑n

i=1 XiM̂i(t) (bĺıže viz Bagdonavičius &
Nikulin, 2002). Takto źıskané replikace pak porovnáme s hodnotou spoč́ıtanou

z dat. Pro testováńı použijeme supremovou statistiku supt∈[0,τ ]‖Ũ(β̂, t)‖.
Pokud jej́ı hodnota překroč́ı (1 − α)% hodnot simulovaných statistik, zamı́-
táme hypotézu, že data se chovaj́ı podle Coxova modelu. Vždy jsme vyráběli
1000 replikaćı.

3 Simulačńı studie

Generovali jsme data z Coxova i z AFT modelu, jako základńı rozděleńı
bylo použito Gamma rozděleńı Γ(a = 1/100, p = 5) a Lognormálńı rozděleńı
LN(µ = 5, σ2 = 1). Použili jsme data s jedńım regresorem, jednak spojitým
s hodnotami generovanými z N(3, 1) a jednak faktorovým s hodnotami 0 a 1
z Alt(1/2). Hodnoty parametru jsme uvažovali β = 1 a 2 abychom porov-
nali vliv śıly závislosti. Vždy byly zkoumány dvě varianty, bez cenzorováńı
a s nezávislým náhodným cenzorováńım (okolo jedné čtvrtiny dat). Byly
použity vzorky velikosti 20, 50, 100, 200, 500 a 1000. Na data simulovaná
podle Coxova modelu jsme zkoušeli testy AFT modelu a naopak. Zvolili jsme
hladinu α = 0.05, vždy jsme nagenerovali 1000 opakováńı a poč́ıtali, kolikrát
test na této hladině hypotézu zamı́tne. Tak źıskáme empirickou śılu proti
dané alternativě. Výsledky viz tabulky 1 a 2.

Výsledky - testy Coxova modelu na datech z AFT

• Empirická śıla roste s velikost́ı výběru vždy vyjma př́ıpadu Gamma
rozděleńı s faktorovým regresorem a β = 2.

• Śıla vyšš́ı v př́ıpadech bez cenzorováńı.

• U lognormálńıho základńıho rozděleńı je śıla vyšš́ı u β = 2 než u β = 1,
u Gamma rozděleńı naopak.

• Při lognormálńım rozděleńı śıla výrazně vyšš́ı při stejném n než při
Gamma.

Výsledky - testy AFT na datech z Coxova modelu

• Empirická śıla roste s velikost́ı výběru ve všech př́ıpadech.

• Śıla vyšš́ı v př́ıpadech bez cenzorováńı při spojitém regresoru, při fak-
torovém naopak vyšš́ı s cenzorováńım.

• Śıla vyšš́ı u β = 2 než u β = 1.

• Při lognormálńım rozděleńı śıla výrazně vyšš́ı při stejném n než u Gam-
ma. Použitelný počet zamı́tnutých výběr̊u je dosažen u Lognormálńıho
rozděleńı pro 200 až 500 pozorováńı, u Gamma pro 500 až 1000.
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Zákl.rozd. Gamma Lognormálńı

β 1 2 1 2

Cenzorováńı NC C NC C NC C NC C

Regresor Spojitý

20 0.054 0.053 0.071 0.04 0.133 0.103 0.148 0.047

50 0.107 0.09 0.094 0.079 0.291 0.206 0.288 0.204

100 0.234 0.131 0.146 0.112 0.499 0.425 0.423 0.305

200 0.336 0.257 0.249 0.169 0.785 0.614 0.773 0.555

500 0.63 0.552 0.347 0.24 0.995 0.968 0.97 0.84

1000 0.928 0.769 0.557 0.293 1.000 0.997 1.000 0.987

Regresor Faktorový

20 0.194 0.26 0.921 0.931 0.128 0.132 0.225 0.276

50 0.131 0.115 0.659 0.754 0.166 0.166 0.362 0.300

100 0.245 0.221 0.433 0.532 0.330 0.272 0.562 0.513

200 0.424 0.395 0.203 0.243 0.570 0.508 0.845 0.796

500 0.784 0.696 0.37 0.250 0.904 0.888 0.996 0.990

1000 0.960 0.92 0.661 0.520 0.992 0.984 1.000 1.000

Tabulka 1: Pod́ıl výběr̊u kde byl Cox̊uv model zamı́tnut na hladině 0.05 -
data z AFT modelu

• Wilcoxon̊uv a t-test srovnatelné u necenzorovaných dat, u cenzorova-
ných je lepš́ı t-test.

• Celkově nižš́ı śıla než u test̊u Coxova modelu

4 Shrnut́ı

Aby bylo možné rozlǐsit, podle kterého z model̊u se data chovaj́ı, je potřeba
v některých př́ıpadech velký počet pozorováńı. Testy Coxova modelu vykazuj́ı
vyšš́ı empirickou śılu než testy pro model zrychleného času. To můžeme
přisoudit tomu, že použité metody jsou zde pouze přibližné. Zlepšeńı by
mohlo přinést vyvynut́ı test̊u založených na martingalových reziduálech, po-
dobně jako pro Cox̊uv model. Daľśım předmětem zkoumáńı by mohly být
i situace s regresory s proměnlivými hodnotami v čase.
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Zákl.rozd. Gamma Lognormálńı

β 1 2 1 2

Cenzorováńı NC C NC C NC C NC C

Regresor Spojitý

20 T 0.012 0.011 0.003 0.007 0.052 0.008 0.001 0.007

W 0.010 0.008 0.003 0.009 0.052 0.007 0 0.003

50 T 0.012 0.008 0.011 0.026 0.014 0.024 0.014 0.019

W 0.004 0.004 0.004 0.023 0.009 0.016 0.008 0.018

100 T 0.022 0.024 0.022 0.008 0.065 0.034 0.012 0.041

W 0.017 0.020 0.014 0.016 0.063 0.019 0.011 0.026

200 T 0.071 0.047 0.063 0.035 0.181 0.092 0.147 0.039

W 0.047 0.027 0.049 0.025 0.163 0.031 0.186 0.028

500 T 0.086 0.058 0.131 0.055 0.653 0.364 0.829 0.390

W 0.065 0.023 0.151 0.042 0.632 0.205 0.941 0.276

1000 T 0.294 0.182 0.353 0.237 0.890 0.668 0.988 0.666

W 0.238 0.114 0.356 0.208 0.888 0.402 0.997 0.504

Regresor Faktorový

20 T 0 0.003 0.001 0.010 0 0.017 0.002 0.016

W 0 0 0 0.007 0 0 0 0.004

50 T 0.002 0.004 0.007 0.019 0 0.012 0.02 0.040

W 0 0.003 0 0.012 0 0.003 0 0.012

100 T 0 0.010 0.021 0.061 0.005 0.027 0.119 0.224

W 0 0.005 0.003 0.057 0.005 0.008 0.092 0.066

200 T 0.012 0.023 0.109 0.218 0.050 0.106 0.640 0.676

W 0.002 0.002 0.051 0.215 0.071 0.022 0.619 0.342

500 T 0.076 0.177 0.663 0.849 0.516 0.608 1 0.994

W 0.047 0.089 0.542 0.875 0.572 0.296 1 0.960

1000 T 0.361 0.580 0.981 0.998 0.966 0.980 1 1

W 0.224 0.462 0.971 1 0.965 0.801 1 1

Tabulka 2: Pod́ıl výběr̊u kde byl AFT model zamı́tnut na hladině 0.05 - data
z Coxova modelu. T - t-test, W - Wilcoxon̊uv test
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