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Problém umı́stěńı zásobńık̊u ve výrobńı lince

P. Volf, ÚTIA AV ČR

Abstrakt: Zpráva se zabývá d́ılč́ım problémem souvisej́ıćım s úlohou optimálńı konfig-
urace výrobńı linky. V př́ıpadě nesladěného taktu stanovǐst’ (operaćı) v lince, což může
být zp̊usobeno i poruchovost́ı jednotlivých stroj̊u, se zde uvažuje možnost zredukovat
takto vzniklé prostoje pomoćı mezizásobńık̊u, které by vyrovnávaly výkyvy. Po úvodńım
př́ıkladu se zabýváme stanoveńım velikosti zásobńık̊u. Vı́ce než na přesné výpočty (které
nejsou vždy jednoduché) se soustřed’ujeme na ukázky generované pomoćı Monte Carlo
př́ıstupu, tj. poč́ıtačovou ”simulaćı” jednotlivých situaćı.

1 Problém v lince s r̊uzným taktem operaćı

V této části se budeme zabývat následuj́ıćım problémem: Pokud ve výrobńı lince jsou v
sérii uzly (stroje), jejichž operace trvaj́ı r̊uznou dobu, nutně docháźı k ’prostoj̊um’, resp.
některé stroje nejsou využity naplno (organizaćı přecházeńı obsluhy lze dostatečně využ́ıt
pracovńıky, ale v době značně automatizovaného provozu toto problém neńı). I v př́ıpadě
dobře ’sladěných’ operaćı na lince může prostoje zp̊usobit poruchovost v některých uzlech.
Porucha jednoho uzlu samozřejmě vede k zastaveńı části linky před i za ńım, či celé linky,
nebo aspoň zpomaleńı, neńı-li linka složena ’sériově’, tj. má třeba paralelńı větve. Pak
(samozřejmě kromě snahy poruchovost sńıžit) se nab́ıźı možnost vložit mezi jednotlivé op-
erace zásobńıky s kapacitou, která vyrovná nerovnoměrnost vzniklou náhodným výskytem
poruch. Stanovit optimálńı velikost zásobńık̊u mezi jednotlivými uzly neńı snadné, zvláště
v př́ıpadě, kdy výskyt poruch je ”silně” náhodný, tj. např. odpov́ıdá Poissonovu procesu.
Pak pro každou velikost zásobńıku může teoreticky být dosažena celá jeho kapacita s klad-
nou pravděpodobnost́ı za konečnou dobu. Jde tedy i o to určit, jaké ’středńı’ zpomaleńı
je ještě únosné, resp. kdy už neńı př́ınosem velikost zásobńık̊u zvyšovat.

Stejným zp̊usobem jako na jednotlivé operace ve výrobńı lince se můžeme d́ıvat i na
větš́ı celky, celé linky a střediska v rámci podniku.

Celá tato idea odporuje vlastně současné snaze o co nejdynamičtěǰśı výrobu, bez
zbytečného skladováńı výrobk̊u ani na vstupu či výstupu z provozu, ani mezi operacemi
(t.zv. koncepce ”Lean Production”). Ale to má smysl předevš́ım tam, kde je minimum
poruch. Dává se pak přednost celkové preventivńı údržbě v daných intervalech a linka
běž́ı ve ’vyladěném’ taktu, at’ už je v́ıce či méně automatizovaná (tj. obsluha je př́ımo u
operaćı nebo jen kontroluje a př́ıpadně seřizuje chod linky). V př́ıpadě, že výskyt poruch
je náhodný a nezanedbatelný, má tedy smysl se zabývat i otázkou (mezi)zásobńık̊u a je-
jich velikosti. Nejdř́ıv ukážeme vliv zásobńıku na jednoduchém př́ıkladě, pak se budeme
zabývat optimálńı velikost́ı zásobńıku.

2 Sériový systém dvou operaćı – př́ıklad

Uvažujeme jednoduchý př́ıpad kdy na operaci 1 navazuje operace 2. V našem př́ıkladě maj́ı
obě stejný fixńı (nenáhodný) takt, 1 kus projde za 6 minut. Ale obě maj́ı poruchovost s
dobou mezi poruchami exponenciálńı, se středńı dobou 300 minut, doba opravy necht’ je
v obou př́ıpadech opět pevná, 30 minut. Tedy každý stroj je v provozu v pr̊uměru 10/11
doby (opravuje se v pr̊uměru 30 minut po 300 minutách provozu). Jenže daľśı prostoje
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vznikaj́ı když a) 2. stroj čeká na výrobek od 1. stroje, a ten je v opravě, b) 1. stroj nemá
’odbyt’, takže se zastav́ı, když je 2. stroj v opravě. Kdyby se poruchy 1. a 2. stroje stř́ıdaly
pravidelně, stačil by mezizásobńık na 5 kus̊u (počet výrobk̊u za dobu opravy). Ale d́ıky
exponenciálńımu rozděleńı dob mezi poruchami je výskyt poruch značně nepravidelný. K
dosažeńı maximálńı možné rychlosti 50 výrobk̊u za 330 minut se můžeme zvětšováńım
zásobńıku dostatečně přibĺıžit, kdežto bez zásobńık̊u by linka mohla stát dvakrát déle
(to když se opravy stroj̊u nebudou v̊ubec překrývat, což má zde pravděpodobnost asi 0,9
(tj. doba nepřekrývaj́ıćıch se oprav ku době všech oprav). Následuj́ıćı obrázky ukazuj́ı
náhodně generované výsledky v situaci našeho př́ıkladu, a to jednak se zásobńıkem na 10
kus̊u, jednak pro př́ıpad bez zásobńıku, linka byla ’generována’ po 55 hodin (3300 minut).
Takže ideálńı vyrobený počet by byl 500 kus̊u, minimálńı očekávaný počet v situaci bez
zásobńıku je 450 kus̊u. Výpočty byly provedeny pomoćı kódu poruchy1.m.
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Obrázek 1: Grafické výsledky jednoho generovaného běhu v situaci 1, tj. se zásobńıkem
na 10 kus̊u.
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Obrázek 2: Grafické výsledky jednoho generovaného běhu v situaci 2, tj. se zásobńıkem
na 1 kus.
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Situace 1: Bylo vyrobeno celkem 484 kus̊u, stroj 1 stál nav́ıc (mimo opravy) 31 minut,
stroj 2 61 minut. Obrázek 1 ukazuje na horńıch 2 subplotech, kdy stroj 1 či 2 stál pro
poruchu, tj. byl opravován (čárkovaně) a kdy stál nav́ıc (označeno séríı koleček), dolńı
subplot ukazuje stav zásobńıku.

Situace 2: Bylo vyrobeno celkem 454 kus̊u, stroj 1 stál nav́ıc (kromě oprav) 273 minut,
stroj 2 stál nav́ıc 294 minut. Pr̊uběh simulace je na obrázku 2.

3 Otázka velikosti zásobńıku - podrobněji

Výchoźı situace je nyńı následuj́ıćı: Zásobńık před výrobńı linkou (nebo jej́ı část́ı) je
pravidelně doplňován s periodou T a linka z něj odeb́ırá kusy (po jednom). Doby mezi
odběry (tj. výstupy ze zásobńıku) jsou i.i.d. náhodné veličiny Xi.

Otázka: Za jakou dobu TM se odebere M kus̊u (optimálńı interval doplnováńı zásobńıku),
nebo obráceně, kolik kus̊u se odebere za danou tobu T (optimálńı velikost zásobńıku).

Stejný problém se týká situace, kdy zásobńık je výstupńı, tj. za linkou. Necht’ je na
začátku prázdný a Xi jsou doby mezi př́ıchody kus̊u do něj. Řeš́ı se úloha, za jak dlouho
se zásobńık o kapacitě M naplńı, resp. jak má být velký, bude-li vyměněn za prázdný až
za dobu T.

Protože P (TM < t) = P (Mt > M), kde Mt je počet odebraných kus̊u za dobu t,
soustřed́ıme se jen na prvńı problém, a to rozděleńı TM =

∑M
i=1 Xi pro dané M . Zaj́ımaj́ı

nás předevš́ım jeho dolńı kvantily, protože chceme zvolit takový interval doplněńı (do)
M kus̊u, T ∗

M , aby s pravděpodobnost́ı < α (α malé, řekněme 1 % ∼ 5 %) nedošlo k
vyprázdněńı zásobńıku, tj. P (TM < T ∗

M) ≤ α, tj. T ∗
M je na úrovni α-kvantilu rozděleńı

TM .
Protože se jedná o součet M i.i.d. náhodných veličin, nab́ıźı se použ́ıt aproximace

pomoćı normálńıho rozděleńı (d́ık centrálńı limitńı větě), tj. TM =
∑M

i=1 Xi považovat za
normálńı náhodnou veličinu s E(TM) = M · µ a var(TM) = M · σ2, kde µ = E(Xi) a
σ2 = var(Xi). Ukazuje se , že tato aproximace už pro třeba M ∼ 20 je dost dobrá, rozdily
jsou vetsinou << 1%, krome pripadu kdy σ2 >> µ (př́ıpad exponenciálńıho rozděleńı).

Pokud bude kapacita zásobńıku o něco větš́ı M + M1, a M1 budeme považovat za
rezervu, tak t́ım pravděpodobnost prázdného zásobńıku ještě značně sńıž́ıme.

Ale simulace ukazuj́ı, že ta normálńı aproximace dává dokonce menš́ı TM než je
skutečně potřeba pro exp. rozděleńı, takže už i tato aproximace zahrnuje určitou rez-
ervu.

Přitom v realitě očekáváme doby odběru Xi s relativně malým rozptylem, i proto lze
k aproximaci rozděleńı TM normálńıho rozděleńı využ́ıt.

Kód zasob1.m provád́ı výpočet TM k M jak uvedeno shora, a také provád́ı simulaci
TM z několika distribućı pro Xi, podle volby uživatele, a také pro srovnáńı ”skutečnosti”
s přesnost́ı normálńı aproximace. Lze zde také spoč́ıtat vliv oné daľśı rezervy M1.

Shrnut́ı: Je dáno či odhadnuto µ, σ, M , zvoleno α např. 0.05, pak řešeńı je

TM = α− kvantil N(E = Mµ, var = Mσ2) = Mµ +
√

Mσuα,

kde uα je kvantil standardńıho normálńıho rozděleńı N(0, 1), např. pro α = 0.05 uα =
−1.645 (v Matlabu spočtené funkćı norminv(0.05)).
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V př́ıpadě hodně malé (až zanedbatelné) směrodatné odchylky σ je lépe použ́ıt postup
z části 3, kdy některý parametr mj voĺıme hodně velký, např uvažujeme-li jen vstup do
zásobńıku, tak voĺıme m2 ∼ ∞.

Př́ıklad 1: Doba mezi vstupy (nebo výstupy) má standardni exponenciálńı rozdělěńı tj.
EX =varX = 1, zásobńık má kapacitu M = 20 kus̊u. Dolńı 0.01 až 0.1 kvantily rozděleńı
TM ze ”skutecnych”, tj. generovanych dat (10000 simulaćı) byly:

11.1157 11.9444 12.5180 12.9833 13.2974 13.5922 13.8379 14.0698 14.2886 14.4793,
zat́ımco normálńı aproximace dala následuj́ıćı hodnoty kvantil̊u TM :
9.5963 10.8154 11.5888 12.1707 12.6440 13.0468 13.4001 13.7163 14.0040 14.2687.
Je vidět, že skutečně normálńı aproximace dává ještě rezervu.

Př́ıklad 2: Doba mezi vstupy (nebo výstupy) má rovnoměrné rozděleńı Ro(1, 2), zásobńık
má kapacitu M = 20 kus̊u. Dolńı 0.01 až 0.1 kvantily rozděleńı TM naplněńı (resp.
vyprázdněńı) zásobńıku ze ”skutecnych”, tj. generovanych dat (10000 simulaćı) byly:

27.0798 27.3781 27.5883 27.7623 27.9063 28.0188 28.1120 28.1990 28.2734 28.3428,
zat́ımco normálńı aproximace dala následuj́ıćı hodnoty kvantil̊u TM :
26.9967 27.3486 27.5719 27.7399 27.8765 27.9928 28.0948 28.1861 28.2691 28.3455.

Opačná úloha, tj. nalezeni velikosti zásobńıku MT k danému intervalu doplněńı zásobńıku
T pomoćı normálńı aproximace, se řeš́ı výpočtem kvadratické rovnice pro M vzniklé ze
vztahu

M · µ− T√
M · σ = up,

kde up je kvantil standarńıho normálńıho rozdělěńı – zde použ́ıváme horńı kvantily, např
pro p = 0.90, 0.91, ..., 0.99. To provád́ı kód zasob11.m, a to opět jednak pomoćı této
aproximace (která je dobrá ve většině př́ıpad̊u), jednak pomoćı Poissonova rozděleńı, které
řeš́ı tento problém právě v př́ıpadě exponenciálńıch vstup̊u (počet událost́ı za dobu T má
Poissonovo rozděleńı s parametrem λ = T/EX, EX je středńı hodota náhodné veličiny
X). Pro srovnáńı se poč́ıtá výsledek simulaćı MT při známé dané distribuci veličin Xi.

Opět, normálńı aproximace je většinou velice přesná a pro př́ıpady s velkým rozptylem
dává dokonce větš́ı MT než je skutečně potřeba, takže i zde tato aproximace zahrnuje
určitou rezervu.

Shrnut́ı: Označ́ım-li M = z2, tak řešeńı oné kvadratické rovnice je

z =
upσ

2µ
+

√
T

µ
+ (

upσ

2µ
)2,

a tedy vezmeme MT = [z2] + 1 ([.] znač́ı ’celá část’).
Zde se použ́ıvaj́ı horńı kvantily N(0, 1), tedy např. pro p = 0.95 je up = 1.645 (=

norminv(0.95).

Př́ıklad 3: Doba mezi vstupy (nebo výstupy) má exponenciálńı rozděleńı se středńı
hodnotou 10, vymezený čas T = 50. Horńı 0.99 až 0.90 kvantily rozděleńı MT počtu kus̊u,
které za T přijdou (resp. odejdou), odhadnuté z generovanych dat (10000 simulaćı) byly
(po zaokrouhleńı nahoru):
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12 11 11 10 10 10 9 9 9 9,
Poissonova aproximace dala:
11 10 10 9 9 9 8 8 8 8,
a normálńı aproximace (také po zaokrouhleńı nahoru) dala následuj́ıćı hodnoty:
14 13 12 11 11 10 10 10 10 9,
tj. opět pro krajńı kvantily dává i rezervu.

Př́ıklad 4: Doba mezi vstupy (nebo výstupy) má Weibullovo rozděleńı W(20,2), které
má EX = 17.7245, σ = 9.2650, vymezený čas byl T = 200. Horńı 0.99 až 0.90 kvantily
rozděleńı MT počtu kus̊u, které za T přijdou (resp. odejdou), odhadnuté z generovanych
dat (10000 simulaćı) byly:

17 16 16 15 15 15 15 15 14 14,
Poissonova aproximace dala:
20 19 18 17 17 17 16 16 16 16,
a normálńı aproximace dala následuj́ıćı hodnoty:
17 16 16 15 15 15 15 15 14 14.

Pro praktické výpočty v této úloze je tedy třeba znát (nebo odhadnout z dat) středńı
hodnotu a rozptyl rozděleńı doby X, neńı třeba znát jej́ı distribuci přesně. Z kód̊u se tedy
vynechaj́ı př́ıkazy týkaj́ıćı se simulace, a je jen potřeba zadat nějak µ a σ náhodné veličiny
X.

4 Varianta se vstupem a výstupem

Nyńı jde o klasickou úlohu z teorie front (obsluhy). Je jeden náhodný vstup, s časy vstupu
Xi (i.i.d.) a jeden výstup, s časy Yj (také i.i.d.), mezi nimi fronta – zásobńık. Tedy systém
G/G/1.

Otázkou je rozsah fronty, př́ıpadně, pokud roste, tak kdy a na jak dlouho zastavit vstup
(resp. nasměrovat jinam), je-li zásobńık omezený. Označ́ıme-li m1 = EXi, m2 = EYj

středńı hodnoty, obrácené hodnoty hj = 1/mj intenzity vstup̊u či výstup̊u, pak při h1 > h2

docháźı k prodlužováńı fronty, při h1 < h2 zase k častému vyprázdněńı zásobńıku a
čekáńı na daľśı vstup. Ani jedno neńı ideálńı. Přesná řešeńı jsou známa jen pro některé
situace h1 < h2 (ustálená pravděpodobnost obsahu zásobńıku jako stacionárńı rozděleńı
př́ıslušného Markovova řetězce, viz teorie front v literatuře). Proto zde navrhujeme regu-
laci založenou na Monte Carlo př́ıstupu, tj. využit́ı náhodného generátoru.

Kód zasob2.m pro zadaný typ a parametry rozděleńı Xi a Yj urč́ı dobu do překročeńı
stavu M v zásobńıku, stav zásobńıku (resp. maximum stavu) do doby T , a také (rela-
tivńı) dobu čekáńı, kdy je zásobńık prázdný. Jaká je pak vhodná procedura ř́ızeńı stavu
zásobńıku?

Je-li m1 > m2 (tj. h1 < h2), stač́ı zjistit velikost zásobńıku M tak, že se přeplńı jen s
malou pravděpodobnost́ı α. Ale už je-li m1 ∼ m2, roste obsah zásobńıku s rychlost́ı 0p(

√
t).

V tomto př́ıpadě (a př́ıpadě m1 < m2) je tedy nutné např.: Zvolit velikost zásobńıku M
a k ńı zjistit rozděleńı TM času, kdy se naplńı, resp jeho dolńı α kvantil, tj. cas TM(α)
takový, že s pravděpodobnost́ı 1 − α bude TM deľśı. Pak vstup ‘odklonit’, vypnout, a
zapnout jej znovu až stav poklesne na malou rezervu M1 (tato část je vlastně řešena v
části 1). Tento postup stále opakovat.

Nebo stanovit interval vypnut́ı vstupu T , k němu zjistit rozděleńı maxima počtu kus̊u
nahromaděných v zásobńıku, M , horńı 1−α kvantil (který tedy s pravděpodobnost́ı 1−α
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nebude překročen) a ještě přidat malou rezervu M1. Pak postupovat tak, že po T vždy
vstup odstav́ım, po daľśım T ∗ (zjǐstěném v bodě 1) jej znovu zapnu, stav zásobńıku pak lze
sledovat jen namátkově (př́ıpadně kombinovat s předchoźım postupem). Důležité výsledky
jsou tedy: velikost zásobńıku M + M1 a očekávané intervaly ‘odstávky’ vstupu, TM , resp.
T , plus T ∗

M resp. T ∗ z 1. části na sńıžeńı obsahu zásobńıku zhruba na rezervu M1. Toto
zjǐstěńı TM k M či MT k T provád́ı kód zasob2.m.

Ten tedy vyžaduje přesné zadáńı obou distribućı (či jim odpov́ıdaj́ıćı data), ale jistě
by stálo za pokus i zde zjistit přesnost normálńı aproximace.
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Obrázek 3: Grafické výsledky pro Př́ıklad 5.

Př́ıklad 5: V této situaci vstup → zásobńık → výstup jsme předpokládali normálńı
rozděleńı, X ∼ N(µ1 = 5, σ1 = 2), Y ∼ N(µ2 = 6, σ2 = 2), čili výstup ”pomaleǰśı” než
výstup, zásobńık se bude plnit. Generovali jsme 1000 proces̊u, každý do doby 200 vstup̊u,
tj. přibližně 1000 časových jednotek dlouhý. Obrázek 5 v př́ıloze ukazuje pr̊uběh všech
trajektoríı, a jsou vyznačeny hranice, které nás zaj́ımaly: čas do překročeńı počtu M = 20
v zásobńıku a také maximum kus̊u v zásobńıku do času T = 300. Přibližně to lze vyč́ıst
z grafu, a také z histogramů na obrázku 3: Tam je nejdř́ıv doba čekáńı D0, kdy výstup
musel čekat, protože zásobńık byl prázdný, pak je tam rozděleńı čas̊u TM dosažeńı stavu
M, pak stav MT v zásobńıku v čase T, a d̊uležiteǰśı je maximum MaxMT počtu kus̊u v
zásobńıku do času T. Ze simulaćı byly spočteny tyto hodnoty:

5-ti procentńı kvantil TM= 363, tj. jen s pravdepodobnost́ı 5% se zásobńık zaplńı v́ıce
než 20 kusy před t = 363

95-ti procentńı kvantil MaxMT= 17, tj. s pravděpodobnost́ı 95% bude do T = 300 v
zásobńıku nanejvýš 17 kus̊u.

Dále, doba čekáńı byla zanedbatelná, zhruba 0.003 z celkové doby.
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Obrázek 4: Grafické výsledky pro Př́ıklad 6.

Př́ıklad 6: V daľśım př́ıkladě jsme předpokládali naopak, že X ∼ N(µ1 = 6, σ1 =
2), Y ∼ N(µ2 = 5, σ2 = 2), čili výstup rychleǰśı než vstup. Generovali jsme opět 1000
proces̊u, každý do doby 200 vstup̊u. Obrázek 6 v př́ıloze ukazuje znovu pr̊uběh trajektoríı.
Nyńı nebyla hranice M = 20 v̊ubec dosažena. Obrázek 4 přináš́ı stejné veličiny jako Obr.
3. Ze simulaćı byly nyńı spočteny tyto hodnoty:

95-ti procentńı kvantil MaxMT= 3, tj. s pravděpodobnost́ı 95% budou do T = 300 v
zásobńıku nanejvýš 3 kusy.

Doba čekáńı byla zhruba 0.17 z celkové doby.

5 Situace s malým rozptylem

Dále, pokud je takt vstup̊u a výstup̊u skoro deterministický (jak to ve většině př́ıpad̊u
očekáváme), tak se vystač́ı se sč́ıtáńım Gaussovské neurčitosti, a přičteńım této neurčitosti
k deterministickým výsledk̊um.

Necht’ tedy Tj = N(mj, σj), j = 1, 2, a směrodatné odchylky σj jsou relativně malé
vzhledem k mj. Dále předpokládejme m2 > m1 (jinak se fronta prakticky tvořit nebude).
Pokud jsou rozptyly zanedbatelné, tak za dobu T přijde zhruba T/m1 a odejde T/m2

výrobk̊u, tedy zbyde T/m1−T/m2. Takže náš odhad počtu kus̊u v zásobńıku za čas T je
(zaokrouhĺıme na celé č́ıslo nahoru)

MT =
[

T

m1

− T

m2

]
+ 1 =

[
T

m1m2

(m2 −m1)
]

+ 1. (3)

Pokud naopak chceme určit čas T , za který stav v zásobńıku dosáhne M kus̊u, dostaneme
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z (3)

TM = (M − 1)
m1m2

m2 −m1

= (M − 1)
1

1
m1
− 1

m2

. (4)

Nyńı si představme, že doby mezi př́ıchody jsou náhodné, v (3) ve jmenovateli mı́sto
m1, m2 muśı být nějaké pr̊uměrné hodnoty T 1, T 2, které vznikly jako

T j =
1

N

Nj∑

i=1

Tji =
1

Nj

Nj∑

i=1

(mj + εji),

kde j = 1, 2, εji jsou i.i.d. náhodné veličiny ∼ N(0, σj), a Nj je odhadnutý (pr̊uměrný)
počet vstup̊u či výstup̊u za dobu T , neboli Nj = T

mj
. Pak mı́sto (3) dostáváme

MT =
T

m1 + ε1

− T

m2 + ε2

,

kde εj ∼ N(0, var = σ2
j /Nj), a použijeme 1 člen Taylorova rozvoje 1

x+c
= 1

x
− 1

x2 · c
(+O(c2)):

MT = T

(
1

m1

− 1

m2

− ε1

m2
1

+
ε2

m2
2

,

)

což má středńı hodnotu z (3) a rozptyl

var (MT ) = T 2

(
σ2

1

N1m4
1

+
σ2

2

N2m4
2

)
= T

(
σ2

1

m3
1

+
σ2

2

m3
2

)
. (5)

Směrodatná odchylka σ(MT ) je pak odmocnina z tohoto. Zároveň považujeme MT za
normálně rozdělené. V rozvoji jsme zanedbali členy εj

2 a vyšš́ıho řádu.
Pokud jde o dobu TM prvńıho dosažeńı obsazenosti zásobńıku M kusy, máme obdobně

z (4)

TM = (M − 1)
1

1
T 1
− 1

T 2

= (M − 1)
T 1 T 2

T 1 − T 1

=

= (M − 1)
m1m2 + m1ε2 + m2ε1 + ε1ε2

m2 −m1 + ε2 − ε1

∼

∼ (M − 1)

(
m1m2

m2 −m1

− m1m2

(m2 −m1)2
(ε2 − ε1) +

m2ε1 + m1ε2

m2 −m1

)
,

kde jsou po Taylorově rozvoji opět zanedbány členy řádu ε2
j , ε1ε2 a vyšš́ı.

Vid́ıme, že středńı hodnota TM = (M − 1) m1m2

m2−m1
opět odpov́ıdá (4), a náhodná část

(která je gaussovská a má středńı hodnotu 0) dá

(M − 1)

{
ε1

(
m1m2

(m2 −m1)2
+

m2

m2 −m1

)
+ ε2

(
m1

m2 −m1

− m1m2

(m2 −m1)2

)}
=

= (M − 1)

(
ε1

m2
2

(m2 −m1)2
+ ε2

m2
1

(m2 −m1)2

)
.

Ještě v neznámých Nj nahrad́ıme T středńı hodnotou, dostaneme N1 = m2

m2−m1
(M − 1),

N2 = m1

m2−m1
(M − 1), a pak je

var TM = (M − 1)2

{
σ2

1(m2 −m1)

(M − 1) m2

· m4
2

(m1 −m1)4
+

σ2
2(m2 −m1)

(M − 1) m1

· m4
1

(m2 −m1)4

}
=

=
(M − 1)

(m2 −m1)3

{
σ2

1m
3
2 + σ2

2m
3
1

}
. (6)
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Dále, směrodatná odchylka σ(TM) = (var TM)
1
2 .

Shrnut́ı: Řešeńı pro prakticky deterministický př́ıpad bez koĺısáńı jsou ve vztaźıch (3)
a (4).

V př́ıpadě s sice malými, ale nezanedbatelnými rozptyly dob mezi vstupy, výstupy,
navrhujeme řešeńı prvńı úlohy tedy takto: Pokud chceme mı́t ‘jistotu’ α (např. 95%), že
za danou dobu T se zásobńık nepřeplńı, voĺıme velikost zásobńıku

MT =
[

T

m1

− T

m2

+ uα · σ(MT )
]

+ 1,

kde [ ] je ‘celá část’, uα je tedy např. 95% kvantil N(0, 1), σ(MT ) máme z (5).

Pro opačnou úlohu, tj. při fixńı velikosti zásobńıku M zvolit takovou dobu, za kterou
se zásobńık nepřeplńı s pravděpodobnost́ı α (∼ opět řekněme 95%), voĺıme

TM = (M − 1)
m1m2

m2 −m1

− uα · σ(TM),

(př́ıpadně ještě zaokrouhĺıme na celé č́ıslo dol̊u, je-li čas poč́ıtán v celých jednotkách).
Tyto výpočty jsou prováděny kódem zasob3.m; σ(TM) dostaneme z (6).

Samozřejmě, i tento př́ıpad se dá analyzovat simulacemi s Gaussovskými veličinami s
malými rozptyly, pomoćı kódu zasob2.m.

Př́ıklad 7: Nyńı jsme předpokládali, že X ∼ N(m1 = 5, σ1 = 0.2), Y ∼ N(m2 = 6, σ2 =
0.2), tj. středńı hodnoty jako v př́ıkladě 5, ale podstatně menš́ı rozptyly. Výsledky, pomoćı
kódu zasob3.m:

5-ti procentńı kvantil TM= 543, tj. jen s pravdepodobnost́ı 5% se zásobńık zaplńı v́ıce
než 20 kusy před t = 543. Standardńı odchylka TM byla asi 16.1.

95-ti procentńı kvantil MaxMT= 11, tj. s pravděpodobnost́ı 95% bude do T = 300 v
zásobńıku nanejvýš 11 kus̊u.

Doba čekáńı byla zcela zanedbatelná.
Stejná úloha byla řešena i simulaćı pomoćı kódu zasob2.m, která ukázala, že shora

uvedené výsledky maj́ı ještě rezervu, tj. jsou až př́ılǐs opatrné, a že v podstatě stač́ı vźıt
hodnoty odpov́ıdaj́ıćı těm, které jsme dostali z kódu zasob3.m, ale s nulovými rozptyly:

Za předpokladu zcela determinovaných dob, tj. s rozptyly 0 a taktem vstupu 5 a
výstupu 6 časových jednotek, vyšlo také MT= 11, ale deľśı TM= 570.

Obrázek 7 v př́ıloze ukazuje pr̊uběh trajektoríı (1000) při generováńı tohoto př́ıpadu
pomoćı kódu zasob3.m.

6 Neurčitost doby odstávky T

V minulé části jsme řešili problém, kolik kus̊u (polotovar̊u) se vyrob́ı či spotřebuje za dobu
T . Pro určeńı počtu MT jsme použili dostatečně dobrou aproximaci pomoćı normálńıho
rozděleńı. Ted’ si představme, že doba T neńı pevná, ale náhodně koĺısá. Úloha zńı opět:
Jak (na kolik kus̊u M) nastavit velikost zásobńıku, aby jen s malou pravděpodobnost́ı α
(řekněme 1%– 5%) toto M nestačilo, tj. skutečný počet kus̊u byl větš́ı než M.
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6.1 Známe rozděleńı T

Pokud je fT (t) hustota rozděleńı pravděpodobnosti veličiny T , máme naj́ıt nejmenš́ı takové
M , aby už ∫ ∞

0
P (TM < t) · fT (t) dt ≤ α, (7)

tj. aby pravděpodobnost jevu, že čas TM vyčerpáńı (či výstupu) M kus̊u bude menš́ı než
aktuálńı T , byla po ‘zpr̊uměrováńı’ přes distribuci T menš́ı než α.

Když pak pro TM použijeme normálńı rozděleńı jako v části 1, tj. TM ∼ N (M ·
µ, M · σ2), kde µ, σ2 jsou středńı doba a rozptyl doby zpracováńı 1 kusu, tak P (Tm <
t) ∼ Φ( t−Mµ

σ·
√

M
), kde Φ(·) je distribučńı funkce standardńıho normálńıho rozděleńı N (0, 1).

Takže (7) se změńı na ∫ ∞

0
Φ

(
t−Mµ

σ · √M

)
· fT (t) dt ≤ α. (8)

Nejmenš́ı M , které to splňuje, lehce najdeme (M jsou celá č́ısla), provád́ı to kód zasob4.m.
Tento kód zároveň výsledek porovnává s výsledkem źıskaným simulaćı.

Pokud rozděleńı doby odstávek T neńı dáno svou distribućı, ale daty T1, . . . , TN

(dobami pozorovaných odstávek), pak lze použ́ıt “empirickou” verzi (8), a to

1

N

N∑

i=1

Φ

(
Ti −Mµ

σ · √M

)
< α. (9)

6.2 Neznáme rozděleńı T

Horš́ı př́ıpad nastane, když známe třeba jen pr̊uměrnou délku odstávky, tj. vlastně středńı
hodnotu µT pro náhodnou veličinu T . Pokud je nav́ıc zjǐstěn i rozptyl σ2

T , můžeme zkusit
vźıt za rozděleńı pro T normálńı rozděleńı s těmito paramety, př́ıpadně při relativně
velkém rozptylu i Weibullovo rozděleńı.

Pokud skutečně známe jen pr̊uměr, je možné pro rozděleńı T vźıt tu “nejhorš́ı” situaci,
a sice exponenciálńı rozděleńı s ET = µT (pak rozptyl T = µ2

T ). I potom lze kódu zasob4.m
použ́ıt pro výpočet M a porovnat, jak se lǐśı výsledek pro r̊uzné distribuce T .

Př́ıklad 8:

a) Necht’ T má normálńı rozděleńı s µT = 30, σT = 5 a doba výroby 1 kusu má
µ = 3, σ = 1. Pak pro α = 0, 05 je dle (8) nejmenš́ı M = 14 (pravděpodobnost
jeho překročeńı je jen 0,027), zat́ımco pravděpodobnost překročeńı 13 je již 0,072.
Výsledky pomoćı náhodného generováńı z 10 000 náhodných č́ısel byly prakticky
stejné.

b) Mı́sto př́ımo použitého rozděleńı pro T jsme vygenerovali 50 dat {Ti} z N (µT =
30, σT = 5). Pomoćı (9) bylo opět zjǐstěno nejmenš́ı M = 14, náhodné generováńı
to také potvrdilo.

Př́ıklad 9: Mějme jen µT = 20, předpokládejme exponenciálńı rozděleńı T , pro
výrobu 1 kusu stále necht’ je µ = 3, σ = 1. Pak vyšlo minimálńı M = 21 s pravdě-
podobnost́ı překročeńı 0,043.
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Pokud jsme brali mı́to exponenciálńı distribuce useknutou normálńı, tj. T ∼ N (µT =
20, σT = 20) a jen T > 0, tak bylo nalezené minimálńı M = 19, čili jen o trochu
menš́ı. Je ovšem jasné, že znalost rozptýlenosti (variability) T je dost d̊uležitá pro
správné rozhodnut́ı.

Poznámka. Předpokládá se, že mezi jednotlivými odstávkami jednoho stanovǐstě
je dostatečná doba provozu bez poruchy, aby se následky odstávek nekumulovaly.
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Obrázek 8: Grafické výsledky pro př́ıklad využit́ı linky.

7 Závěrečný př́ıklad

Na obrázku 8 je ukázka konfigurace jednoduché linky, se seriově řazenými i paralelńımi
operacemi, tj. některé operace jsou zdvojené, pro malou kapacitu jednotlivých stroj̊u,
pro jednu operaci je i záloha. Jednotlivá stanovǐstě maj́ı své intenzity poruch (řádově
0,01 až 0,1 poruch za hodinu) s dobami oprav v rozmeźı 0,25 až 3 hodiny. Kapacity
jednotlivých stanovǐst’ jsou od 6-ti ks za hodinu (ta zdvojená) až po 15 ks/hod. Pokud by
se braly v potaz středńı doby oprav, tak maximálńı dosažitelná rychlost linky by byla 11,76
ks/hodinu. Ale simulace v situaci bez vyrovnávaćıch zásobńık̊u ukazuj́ı, že d́ık rozložeńı
poruch, kdy jednotlivá stanovǐstě musej́ı čekat na ostatńı, je dosažená rychlost jen kolem
11 ks/hod. V př́ıpadě zde uvedenám byla v pr̊uměru 10,89. Obrázek 9 ukazuje výsledky
této simulace (celkově 100 hodin provozu). Nahoře je okamžitá kapacita linky (v př́ıpadě
bez poruchy rovná 12 ks/hod., omezuj́ıćı úrovně byly 1 a 2). V dolńım grafu je ukázáno,
která úroveň kdy omezovala kapacitu linky (tj. svými poruchami, v př́ıpadě že dosažená
kapacita byla menš́ı než 12).
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Obrázek 9. Schéma jednoduché linky 
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