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���������	
 �� ���� ����� ����� !"#$%� &������� ����� ��������� !'(#!)*

� �������	�
��

� ����������� 	
��������� 	��� �������� �� 	 
�	��	��� ��	�� (Ω, A)� ����
���
��� B ⊆ A 	�� �	
��� P �� ���	������ 
�	���� ��
��� P (·|B)� B ∈ B� ��
(Ω, A) ��	� �	����� P (B|B) = 1 ������� B ∈ B� 	��

P (A|C) = P (A|B) · P (B|C) ������� A ∈ A� B, C ∈ B 	�� A ⊆ B ⊆ C�

���� ������ 	����	������ 	� 	 ������	���� �������� �� A × B� ��� �	
��� P
�� �	���� ��� ����������� 	
��������� ���� �� (Ω, A, B) ���� � � !� "�  #� $� ����
��%� ��� ��� B �� 	���
�� �� �� &�����

'�� μ �� 	 &���� ���(�� 
�	��� �� (Ω, A)� f : Ω → Rd 	� A)
�	��	���
�������� 	�� fμ ��� �
	�� �� μ ���� f � fμ(D) = μ(f−1(D))� D ⊆ Rd *����
+�� ���)'	��	�� �	����
 Λμ,f �� fμ�

Λμ,f(ϑ) = ln
∫
Ω

e〈ϑ,f〉 dμ = ln
∫

Rd e〈ϑ,x〉 fμ(dx) , ϑ ∈ R
d ,

�� 	 �����, ��������� &���� �� ��� ����
��� ��
	�� dom(Λμ,f ) ��-#� +�� ����
��	�������� ������ Eμ,f ����
���� �� μ 	�� f �������� �� ��� �
�� Qμ,f,ϑ ����

���� ���� �	� �
������ �� ��	�� ����� �� ��	��� �� ������ �� �� ���� ��
�����
��	�� ��� �  !" # $� 	�� �� ��	�� ����� �� �� ���� ��
����� ��	�� % �& '& "$()

�



� ��������	 
����

��� μ)������� e〈ϑ,f〉−Λμ,f (ϑ) 	�� ϑ ∈ dom(Λμ,f ) ��� �#� +�� �	
��� �� �������
��� ���� ��� �������� �� ��� �	�	����	� ����	��� |P − Q| �� �
�� P 	�� Q�

+��� ��% ������� �� ����� ���� �� ���� ��	� 	� 	�	������ �� ��� �,�������	�
�	
������ '�� μ �� 	 
�	��� �� (Ω, A) ��	� �� �������� 	�� &���� �� B� ����
0<μ(B)<+∞� B ∈ B� 	�� μB �� ��� ��������� �� μ �� B� μB(A) = μ(A∩B)�
A ∈ A� $� ϑ ������� �� dom(ΛμB ,f ) �� ���� B ∈ B ���� ��� �	
��� QB

μ,f,ϑ ��
�
�� ��&��� ��

QB
μ,f,ϑ(A|B) = QμB ,f,ϑ(A) , A ∈ A , B ∈ B ,

�� 	 �� �� (Ω, A, B) �� .�
	% ���� +�� 
	�� ��/��� �� ������� ��� �� ��� ���

EB
μ,f =

{
QB

μ,f,ϑ : ϑ ∈ ⋂
B∈B dom(ΛμB ,f)

}
.

���� B = {Ω} ���� ��� �� �0�������� ��� �	
� 	� Eμ,f � $� ����	��� 	 �� P �� 	��
���� �� P (·|Ω) = Qμ,f,ϑ �� ��
� ϑ ∈ dom(Λμ,f )� 1��� �� ���� 	� ������� ����
��� �������� �� ��� ��
 ����	���

∑
B∈B |P (·|B) − Q(·|B)| �� ���� P 	�� Q�

*	��� �����	����� �� ��� ���� EB
μ,f 	� ��������� �� 1������ �� +�� 
	�� ���	

�� �� �	����
 	 �� P �� ��� ������ �� P (·|B) ��� B ∈ B� ������� �� ΠP �
+�� �
	�� ΠEB

μ,f �� EB
μ,f �� ������(�� �� �� 	 ���� �,�������	� �	
���� ���

'�

	 �� � +��� �	
��� �� ���� ������ �� ��� ������ ��� '�

	 ��-� � ���)
��)��� �	�����	� �		
���(	���� �� ��� ��� EB

μ,f �� �������� �� .�
	% ��2�
������ �		
���(	���� ������� ��
 '�

	 ��"�

+�� ������ �� EB
μ,f �� ����� �� +����
  � 	������� ��� ������ �� �3#� 4���

��
� 	���
������ �� μ 	�� f �� �� ��
��
����� �� 	 �����, ���� ��� 5���)
�	�  �6�

1������ - ������� ��� �����	� �	�� �� 	 &���� Ω 	�� ��� �	
��� Eμ,f �� 	��
�������� �
�� �� Ω� .��	����� �� ��� 	����	�� 	���	�� �� ���# 	� ���������� $�
B �� ��� �	
��� �� 	�� ����
��� ������� �� Ω ���� ��� ������ �� EB

μ,f �,�	����
	�� ���� 	�� �	� �� �		
����(�� �� ��� ������ �� 	 ��
��	����� �� ���
��
������ |Ω| − 1� 	� ����� �	��� �� ��7#�

� ��
	 �������
���

$� 	 
�	��� μ �� (Ω, A) �� �������� 	�� &���� �� B ���� ��� 
	�����

(A|B) �→ µ(A∩B)
µ(B)

= µB(A)
µB(Ω )

, A ∈ A , B ∈ B ,

����� ��� �� 	 ��� 8� 	 ������	� 	�� ��9����� ��������� �� 	 �� �� �� ����	���
��
 	 
�	��� 	� 	���� ��� �-� �3� �� ��  6�#�

����
� ���� +�� 	���
����� ��	� μ �� &���� �� B �� �:���	���� �� ��� &��������
�� μ(

�
B) ����

�
B =

⋃
B∈B B� ����� ��	� B �� &����� $� ν ������� ���

��������� �� μ ��
�

B ���� dom(Λν,f ) �� �:�	� �� ��� ����������� �� dom(ΛμB ,f )
��� B ∈ B� 8� ϑ �� ���� ��
	��

Qν,f,ϑ(A∩B)

Qν,f,ϑ(B)
=

∫
A

e〈ϑ,f〉 dμB
/∫

Ω
e〈ϑ,f〉 dμB = QμB ,f,ϑ(A) , A ∈ A ,
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���� QB
μ,f,ϑ �� ��� �� �� (Ω, A, B) ����	��� ��
 Qν,f,ϑ� ;����� ��� ��� EB

μ,f

�	� �� ���������� 	����	������ ��
 Eν,f �� ������������ �� ��� ���� B ∈ B�

����� ���� ��� ��		��� Π � � �������
	��� �� ��� ������ �� �	� ����
��� ������ �� 	
����� 	�� �� (Ω B, AB)�

�
��� �������� +�� ��
 ����	��� ������� ���� P � Q 
	/��(�� ��� �	�	����	�
����	��� ������� ΠP 	�� ΠQ� +�� �	�	����	� ����	��� ������� ��� �������
�� �
�� 
	/��(�� ��� �	�	����	� ����	��� ������� 	�� ��� 
	���	� �
��� �

8� 	 &���� 
�	��� μ �� (Ω, A)� ��� μB �� ������ �� ��� ���������� μB

��� B ∈ B� 8� 	 �������� f : Ω → Rd ��� fB 
	� 	� ���
��� ωB = (ωB)B∈B

�� Ω B �� (f(ωB))B∈B� 	� ���
��� �� (Rd)B� +�� �������� f �� 	��	�� 	���
��
�� �� A)
�	��	���� '�� Σ 
	� (xB)B∈B ∈ (Rd)B ��

∑
B∈B xB ∈ R

d�

����� ���� �� μ � 	������ ��� ����� �� B ����
��� ΛμB,ΣfB

=
∑

B∈B ΛμB ,f

���� ΠQB
μ,f,ϑ = QμB,ΣfB,ϑ ��
 ϑ ∈ dom(ΛμB,ΣfB

)
����� Π 
��
��� �� � �������
	��� ��� ��� EB

μ,f ��� EμB,ΣfB
�

�
���� 8� ϑ ∈ Rd

ΛμB,ΣfB
(ϑ) = ln

∫
ΩB e〈ϑ,ΣfB〉 dμB = ln

∫
ΩB

∏
B∈Be〈ϑ,f(ωB)〉 μB(dωB)

����� 〈ϑ, ΣfB(ωB)〉 =
∑

B∈B 〈ϑ, f(ωB)〉� ;�����

ΛμB,ΣfB
(ϑ) = ln

∏
B∈B

∫
Ω

e〈ϑ,f(ω)〉 μB(dω) =
∑

B∈B ΛμB ,f (ϑ)

����� ����� ���� $� ������� ��	� dom(ΛμB,ΣfB
) �� ��� ����������� �� dom(ΛμB ,f )

��� B ∈ B� 8� ϑ �� ��� ��
	�� ��� ������ �
 ΠQB
μ,f,ϑ �� 	��������� ������)

���� ����� μB 	�� �� ��� �	� ��� �������

∏
B∈B dQB

μ,f,ϑ(·|B)
/

dμB (ωB) =
∏

B∈B exp
[〈ϑ, f(ωB)〉 − ΛμB ,f (ϑ)

]
= exp[〈ϑ, ΣfB(ωB)〉 − ΛμB,ΣfB

(ϑ)] = dQμB,ΣfB,ϑ

/
dμB (ωB) ,

���� ���� ������ +��� ����� ������� �� '�

	 ���� �

����� ���� �� μ � 	������ ��� ����� �� B ����
��� ΛμB,ΣfB

= ΛfBμB,Σ = ΛΣfBμB,id

 ��
� id ������ ��� �������� ��		��� �� Rd! ��� ��
 ϑ ∈ dom(ΛμB,ΣfB
)

���� fBQμB,ΣfB,ϑ = QfBμB,Σ,ϑ

����� ΣfBQμB,ΣfB,ϑ = ΣQfBμB,Σ,ϑ = QΣfBμB,id,ϑ�

� ���� �� ��	��	� 	�� �
������

+�� ������ ��
� cc(ν) �� 	 &���� *��� 
�	��� ν �� Rd �� ����������� �� ���
�����, *��� ���� D ⊆ R

d ���� ν(Rd \ D) = 0 �6#� '�� ri(ν) ������ ��� ��	����
������ �� cc(ν)�



- ��������	 
����

����� ��	� �� μ � ����� �� B ����

��� cc(fBμB) =
∏

B∈B cc(fμB)
���� cc(ΣfBμB) = Σcc(fBμB) =

∑
B∈B cc(fμB)�

�
���� 1���� fBμB �� ��� ������ �� ��� 
�	���� fμB ��� B ∈ B ��� &��
�:�	���� ������� ��
 �6� '�

	 2#� +�� Σ)�
	�� �� 	 ������ 
�	��� �� ���
����������� �� 
	���	��� ;����� ��� ������ 	������� �� 	 �����:����� �� �6�
5����	� !#� �


������ ���� "���� #�$ 
����� �����  ��� cc � 
�	����� �� ri �

8� 	 �����, ��� D ⊆ Rd ��� lin(D) ������ ��� ����	 ��	�� ����	��� �� ���
��0������ x − y ���� x, y ∈ D 	�� πD ��� �������	� ��/������ ���� lin(D)�
$� ��� �	�� D = cc(ν) ��� 	�����	����� lin(ν) 	�� πν 	� �����

����
� ��2� $� 	 
�	��� μ �� (Ω, A) �� ���(�� 	�� &����� 	�� f : Ω → Rd

���� ϑ ∈ dom(Λμ,f ) 	�� πfμ(ϑ− θ) = 0 �
��� θ ∈ dom(Λμ,f )� +�� �,�������	�
�	
��� Eμ,f �� ��/�������� �		
����(�� �� πfμ(dom(Λμ,f ))� $� ������� �� 	������
�� '�

	 �� ��	� EB

μ,f �� ��/�������� �		
����(�� �� πΣfBμB
(dom(ΛμB,ΣfB

))�
;��� ��� ��/������ �� ���� lin(ΣfBμB) ����� �� ��� ��
 �� lin(fμB) ���B ∈ B�
�� '�

	 ��6 �����

����
� ��!� +�� ���)'	��	�� �	����
 Λμ,f �� ��0�����	��� 	� 	�� ϑ ��

��� ������ �� ��� ��
	�� 	�� ∇Λμ,f (ϑ) =

∫
Ω

f dQμ,f,ϑ ��� �#� $� ��� ��
	��
�� ���� ���� ∇Λμ,f ����� ��� �� 	 ��0��
�����
 ������� ��� ��	������ ����
���� πfμ(dom(Λμ,f )) 	�� ri(fμ)� +���� ��� 
	����� P �→ ∫

Ω
f dP �� ��&��� ��

���� P ∈ Eμ,f � 	�� �� �� 	 ��
��
�����
 ������� Eμ,f 	�� ri(fμ)� ��� 	���
�3� 5����	� �#�

'�� Mf ������ ��� ��
�������� �� ��� 
	������

P �→ ΠP �→
∫
ΩB ΣfB dΠP

��&��� 	� 	�� �� P ���� ��	� ��� �����	� �,����� .������� ��� �����	� ��∫
ΩB

∑
B∈B f(ωB) ·�B∈B P (dωB|B)

��� �,������� �� �:���	���� �� P (·|B))�����	������ �� f �� B ∈ B� �� ����� �	��

MfP =
∑

B∈B

∫
Ω

f(ω)P (dω|B) .

����� ���� �� dom(ΛμB,ΣfB
) � �	�� ���� Mf 
��
��� �� � �������
	���

��� ��� EB
μ,f ��� ri(ΣfB μB) =

∑
B∈B ri(fμB)�

�
���� +�� ��������� �� 	 ��
�������� �� ��� ��
��
�����
�� +�� &�� ���
��
�� ��
 '�

	 �� ������ ������� EB

μ,f 	�� EμB,ΣfB
� +�� ������ ��� 
	%��

��
��
����� EμB,ΣfB
	�� ri(ΣfB μB)� �� .�
	% ��!� $� �
	��� �� ��� ��

5����	� ��3� �
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������ ����� '�� Ω = {0, 1}2� A �� ��� 	����	 �� 	�� ������� �� Ω 	��
B =

(
Ω
2

)
������� �� 	�� ���)���
��� ������� �� Ω� '�� μ �� ��� �������� 
�	���

�� Ω 	�� f ��� �
������� �� Ω �� R2� +�� �	
��� Eμ,f �������� �� 	�� ��������
������ �
�� �� Ω 	�� ��� ��� EB

μ,f �� ��� ���� ��	� 	� ����	��� ��
 �����

�
��� ��� .�
	% ���� <������� �� δx ��� *��� �
 �� R
2 ��	� �� �������� ��

x ∈ R2� ��� fB)�
	�� �� μB �� ��� ������

[δ(0,0)+δ(1,0)]×[δ(0,0)+δ(0,1)]×[δ(0,0)+δ(1,1)]×[δ(1,0)+δ(0,1)]×[δ(1,0)+δ(1,1)]×[δ(0,1)+δ(1,1)] .

+���� ΣfBμB �� ��� ����������� �� ��� ��, 
�	����� $� �� �:�	� �� ��� ����	
��
���	���� �� δx�� ���� x ��� ��� ��� ������ �� ��� ���&��	���� ����� 	��
��� ���9������ �� ��� ��
���	���� �������� �� ��� �	���� �� ��� �������

�

�

•

•

•

•

•

•

•

•

•

•

•

•

•

•

•

• • • • •

• • • • •

• • • • •

1 2 1

1 4 6 4 1

2 6 8 6 2

1 4 6 4 1

1 2 1

+�� ��	��� ��,	��� �� ��� �����, ��� �� ΣfBμB� '�

	 ��6 �,������ ���
��,	��� 	� ��� ��
 �� ��� ����� 	�� ��	���	�� �� ��� ���� �:�	�� 8�����

MfP =
∑

B∈B

∑
ω∈Ω f(ω)P (ω|B)

= (1, 0)[P (10|00, 10) + P (10|10, 01) + P (10|10, 11)]
+ (0, 1)[P (01|00, 01) + P (01|10, 01) + P (01|01, 11)]
+ (1, 1)[P (11|00, 11) + P (11|10, 11) + P (11|01, 11)]

���� ���� P (10|00, 10) �� 	� 	�����	���� �� P
({(1, 0)}|{(0, 0), (1, 0)})� *�

'�

	 ��"� ��� 
	����� Mf ������� �� 	 ��
��
�����
 ������� EB
μ,f 	��

��� ������ �� ��� ��,	����

� �������� �� ��� ��
�
�� EB
μ,f

=���� 	 �����, ��� D �� 	 >������	� ��	��� ��� ����
��� �����, ������ F �� 	
���� �� �	�� ���
��� ����	���� �� D ���� 	� ������ ����� �� F �� ����	���� �� F �

����� ���� �� μ � ����� �� B ��� F � � ���� �� cc(ΣfBμB) ����
��� FΣ = Σ−1(F ) ∩ cc(fBμB) � � ���� �� cc(fBμB)
���� FΣ =

∏
B∈B FΣ,B  ��
� FΣ,B � � ���%�� ���� �� cc(fμB)

����� ΣFΣ = F �



3 ��������	 
����

�
���� +�� 	�������� ������ ��
 '�

	 ��6 	�� �	��� �����, ���
���� �

'�� μB,F =
∏

B∈B μB,F ���� μB,F �� ��� ��������� �� μ �� B∩f−1(cl(FΣ,B))�

����� ���� �� μ � ����� �� B ��� F � � ���� �� cc(ΣfBμB) ���� μB,F �
���&�
� ��� ����� ��� ΣfBμB,F = (ΣfBμB)cl(F )�

�
��� �������� 1���� F �� 	 �	��� ���� 	 ����
��� ���� ���� FΣ,B �� 	 �	�� ��
cc(fμB) �� '�

	  ��� +������ fμB(cl(FΣ,B)) = μB,F (Ω) �� �������� �� �6�
5���	�  #� +���� μB,F �� ���(��� 1���� μ �� &���� �� B ���� fμB �� &�����
	�� ��� &�������� �� μB,F ��������

+�� �:�	���� �� 	 �����:����� �� fBμB,F = (fBμB)Σ−1(cl(F ))� 1���� fBμB,F

�� ��� ��������� �� fBμB ��
∏

B∈B cl(FΣ,B) = cl(FΣ) ��� 	�
 �� �� ���� ��	�

fBμB(Σ−1(cl(F )) \ cl(FΣ)) = 0� ����� ��	� ��� ��� ���� 	� �� ����������
$� FΣ = cc(fBμB) ���� cl(FΣ) �	� ��� ��
���
��� �� fBμB)
�	��� (��

�� �6� '�

	 �#� ?�������� F �� ��� �:�	� �� D = cc(ΣfBμB)� ����
� &��
��	� F �� �,������ ���� 	 �������	� ��������� ������	�� H �� D �,���� ����
��	� F = H ∩ D� +���� Σ−1(H) �� 	 ��������� ������	�� �� cc(fBμB) 	��
Σ−1(H) ∩ cc(fBμB) = FΣ� *� �3� '�

	 �#� fBμB(Σ−1(H) \ cl(FΣ)) = 0 	��
��� �:�	���� ������ $� F �� ��� �,����� ���� �� �	� �� 	���	���� �� 	 ��	��
�� �,����� �	��� 	�� ��� �:�	���� ���	��� ��
 ��� ����������� �:�	����� ��
��� ��	��� <��	��� 	� �
������ �

���� D 	�� Ξ 	� ����
��� �����, ������� �� 	 >������	� ��	��� ���
������� �� Ξ'�������� �	�� �� D �	� ��������� �� �3� 1��������� ��6#� +��
��&������ �� 	��� �������	� 	�� ��� ���	��� ���� ����� �	�� ���� ��� ��
���
�	��� ��	� D �� 	��	�� 	 Ξ)	��������� �	�� �� D 	�� ���� �	�� �� Rd)	����������

8� 	 �	�� F �� cc(ΣfBμB) ��� �	
��� QB,F
μ,f,ϑ �� �
�� ����� ��

QB,F
μ,f,ϑ(·|B) = QμB,F ,f,ϑ , B ∈ B ,

�� 	 �� �� (Ω, A, B) �� .�
	% ��� ���� {B ∩ f−1(cl(FΣ,B)) : B ∈ B} ��	��

��� ��� �� B� $� �	�����	� �� F �:�	�� ��� �����, ��� ���� QB,F
μ,f,ϑ = QB

μ,f,ϑ�

������� ���� �� μ � 	������ ��� ����� �� B ���� ��� ����
� �� EB
μ,f � ���

����� �� ��� �������

EB,F
μ,f =

{
QB,F

μ,f,ϑ : ϑ ∈ cl(πF (dom(ΛμB,ΣfB
))) ∩ dom(ΛμB,F ,ΣfB

)
}

���
 ��� dom(ΛμB,ΣfB
)'�������� ���� F �� cc(ΣfBμB)�

�
���� *� 	���
����� ν = ΣfBμB �� ���(�� 	�� &����� ���� �3� +����
 �#
	������ �� ��� ���� ��	��	� �,�������	� �	
��� Eν,id ���� Ξ = dom(Λν,id) 	��
�
�����

cl(Eν,id ) =
⋃ {

QνF ,id,ϑ : ϑ ∈ cl(πF (Ξ)) ∩ dom(ΛνF ,id)
}

���� ��� ����� �� ��� ��� Ξ)	��������� �	��� F �� cc(ν) 	�� νF ������� ���
��������� �� ν �� cl(F )� *� '�

	 ��- ���� ΛμB,ΣfB

�:�	�� Λν,id �� ��	� ���
	���� ����� �� ��� ��� �	
� �	
��� �� �	��� 	� �� ��� 	������� �� ��� �����
�
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'�

	  �� �
����� ��	� νF �� ��� ΣfB)�
	�� �� ��� ���(�� 	�� &���� ���)
��� 
�	��� μB,F � ;����� ΛνF ,id �:�	�� ΛμB,F ,ΣfB

�� '�

	 ��- ���� $� �������
��	� �� ��� 	���� ����� ϑ 	���� ��� ��� �	
� �		
��� ��� 	� �� ��� 	�������
�� ��� �����
� 1���� QνF ,id,ϑ �� ��� ΣfB)�
	�� �� QμB,F ,ΣfB,ϑ� �� �� ��������
�� �������� �� '�

	 ��- ����� ��	�

cl(EμB,ΣfB
) =

⋃ {
QμB,F ,ΣfB,ϑ : ϑ ∈ cl(πF (dom(Ξ))) ∩ dom(ΛμB,F ,ΣfB

)
}

.

?� 	������ �� '�

	 ���� �� ��9��� �� ���� ��	� QμB,F ,ΣfB,ϑ �:�	�� ΠQB,F
μ,f,ϑ

��� ���� ������� ��
 '�

	 �� ����� �


������ ���� �� ΛμB ,f � ���
� ��
� ����� ��
 ��� B ∈ B ����

EB,F
μ,f =

{
QB,F

μ,f,ϑ : ϑ ∈ lin(F )
}

��� cl(EB
μ,f ) =

⋃
EB,F

μ,f

 ��
� ��� ����� � ���
 ��� ���� F �� cc(ΣfBμB)� ��� ��		��� Mf 
��
���
�� � ��(������ ��� ��� cl(EB

μ,f ) ���
∑

B∈B cc(fμB)�

�
���� +�� 	���
����� �
����� ��	� dom(ΛμB,F ,ΣfB
) = Rd �� 	�� �	��� F 	��

��	� 	�� �	��� 	� 	���������� +� ���� ��� ������ 	�������� '�

	 �� ����� ��

	������ �� μB,F �� ��� ��� �� μB� +���� Π ������� �� 	 ��/������ ������� EB,F
μ,f

	�� EμB,F ,ΣfB
� *� .�
	% ��!� Mf 
	�� EB,F

μ,f ��/�������� ���� ri(ΣfBμB,F )�
+��� ��� �:�	�� ri(F ) �� '�

	  ��� $� ������� ��
 +����
  � ��	� Mf 
	��
cl(EB

μ,f ) ��/�������� ���� ��� ����� �� ri(F )� +�� ����� �� �:�	� �� cc(ΣfBμB)�
	�� ���� �� ��� ��
 �� cc(fμB) �� '�

	 ��6 ����� �


������ ��	� ��
∑

B∈B cc(fμB) � ������� ��� ������� ��	������ ���� Mf


��
��� �� � �������
	��� ��� ��� cl(EB
μ,f ) ��� ��� ���

�
���� +�� ����������� �
����� ��	� ��� 
	����� P �→ ∫
ΩB ΣfBdP �� ������)

���� �� cl(EμB,ΣfB
)� $�� ������ �� ���������� ��� �� ��� ������ 	���
������

��� �2� .�
	% 6�"#� *� '�

	 ���� ��� 	������� �������� �

������ ���� '�� (Ω, A, B)� μ 	�� f �� 	� �� >,	
��� ���7� +�� ���
���
F = {(t, 1): 2 � t � 4} �� 	 �	�� �� ��� ��,	��� cc(ΣfBμB)� +��� FΣ �� ���
�:�	�

{((t, 0), (0, 0), (0, 0), (1, 0), (1, 0), (r, 1)) : 0 � t, r � 1}
	�� ΣfBμB,F �� ��� �����������

[δ(0,0)+δ(1,0)] ∗ δ(0,0) ∗ δ(0,0) ∗ δ(1,0) ∗ δ(1,0) ∗ [δ(0,1)+δ(1,1)] = δ(2,1) + 2δ(3,1) + δ(4,1) .

+�� �� P = QB,F
μ,f,ϑ(·|B)� ϑ = (t, 0) ∈ lin(F )� ��
 cl(EB

μ,f ) �� ����� ��

P (10|00, 10) = P (11|01, 11) = et

1+et

P (00|00, 01) = P (00|00, 11) = P (10|10, 01) = P (10|10, 11) = 1 .

+�� ������ �� EB
μ,f �������� �� ��� �	
��� ������ 	�� 16 �	
����� �����������

�� 	�� ������� 	�� ����� �� ��� ��,	����



! ��������	 
����

� �
�	���
��

$� ���� �������� ��� ��	�� Ω �� &����� A �� ��� 	����	 2Ω �� 	�� ������� �� Ω� μ ��
��� �������� 
�	��� �� Ω 	�� f 
	�� Ω �� RΩ ���� ��	� f(ω) �� ��� �����
���� ��� ω)�� ������	�� �:�	� �� 1 	�� ��� �
	����� ���� �� 0� +�� �	
���
Eμ,f �������� �� 	�� �
�� P �� Ω ��	� 	� �������� �� ��� ����� P (ω) > 0� ω ∈ Ω�

8� B ⊆ Ω ��� 
�	��� fμB �� �������	��� �� ��� ����	�� ����������� ���
f(Ω)� 	�� ����� cc(fμB) �� ��� ��
���, ΔB ��	���� �� ��� ����

������ ���� $� Ω = {0, 1, . . . , m}� m � 1� 	�� B =
(
Ω
2

)
����

∑
B∈B ΔB ��

��� ��
 �� 	�� ���
���� ���� ��� ��������� �� f(Ω)� +��� �� ��� �������� %����
���� ��� �	
� 	�
�������
�� ��3#� �:���	������ ��&��� 	� ��� �����, ���� ��
	�� ��� ������ (ρ(0), ρ(1), . . . , ρ(m)) ���� ρ �� 	�� ��
��	���� �� Ω� ����
�
A1, . . . , Ak �� 	� ����� �	������ �� Ω ���� ��	� ω < ω′ �� ω ∈ Ai� ω′ ∈ Aj

	�� 1 � i < j � k� +�� �����, ���� �� ��� ������ (ρ(m), . . . , ρ(1), ρ(0)) ���� ρ
�� 	�� ��
��	���� �� Ω ��	� �	���&�� ρ(Ai) = Ai� 1 � i � k� �� 	 �	�� F �� ���
��
��	������ $� �� ��� ��
 �� ��� �	���

FΣ,B =

{
ΔB , �� B ⊆ Ai �� ��
� 1 � i � k ,

{f(ω)} , �������� ,

��� B = {ω, ω′} ∈ (
Ω
2

)
���� ω < ω′� ;����� �� ϑ = (ϑω)ω∈Ω ∈ R

Ω

QB,F
μ,f,ϑ(ω|B) =

{
eϑω/[eϑω + eϑω′ ] , �� B ⊆ Ai �� ��
� 1 � i � k ,

1 , �������� .

>	�� �� �� cl(EB
μ,f ) �	� ���� ��
 �� �� 	 ��
��	�����

����
� -��� '�� Ω∗
B ������ ��� ��� �� ����� ������� (ω|B) ���� ω ∈ B ∈ B�

8� B ⊆ A ����
���� 	 �� P �� (Ω, A, B) �� ���:���� ����� �� ��� ������	����
�	���� P (ω|B)� (ω|B) ∈ Ω∗

B� +��� 	� �����	���� ��
∑

ω∈B P (ω|B) = 1�
B ∈ B� 	��

P (ω|C) = P (ω|B) · ∑ω′∈BP (ω′|C) , ω ∈ B ⊆ C 	�� B, C ∈ B�

*� .�
	% ���� P ∈ EB
μ,f �� 	�� ���� �� ���� �,���� 	 �������� 
�	��� �� Ω

��	� ����	��� P � $� ������� ��
 ��� ����	� ������ �� �-� �3� �� ��  6�# ��	� ����
�	%�� ��	�� �� 	�� ���� �� 	�� P (ω|B) 	� �������� 	�� P �	���&�� ��� ������
�	�
�����	���� ∏n

i=1 P (Ai|Bi) =
∏n

i=1 P (Ai|Bi+1)

�� n � 1� B1, . . . , Bn+1 ∈ B ���� B1 = Bn+1 	�� Ai ⊆ Bi ∩ Bi+1� 1 � i � n�
;��� �� �	� �� 	���
�� �:���	������ ��	� 	�� Ai�� 	� ���������� {ωi}� 1��� 	
�����	���� ���� �� ����� �� 	� )*&*
 ����

����
� -� � $� �	� ������� �� ���# ��	� 5�@�(@ �����	���� �������� ��
������ �� ��� ���	���� �	�� GB ������� Ω 	�� B ���� ��� ���� ��
 �	��
B ∈ B �� �	�� �� ��� ���
���� ω� 1���� ��� ��������� 
	��, �� 	�� ���	����
�	�� �� ���
����	 ��6� �"��# 5�@�(@ �����	���� ��	� 	 ������������� ��� ��
��� ���� ���	� ������� �� ��� ��������� 
	��, �� GB� ��� ���� A���������  �-#�
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����� ���� + �	 P �� (Ω, 2Ω, B) ����� )*&*
 ����
���� �� ��� ���� �� ��
������ �� � �	 P ′ �� (Ω, 2Ω, 2Ω \ {∅})! �� ��� ��� P ′(·|B) = P (·|B)! B ∈ B�

� ���� �� �
�����B �� �� �	��� �� �-� �6�"�� ��  -"# ��	� ���	������� 	 ����������
������� ��� �����	���� 	�� ��� ����	���� �� 	 �� ��
 	 �	
��� �� 
�	����
����� 	������� �� ��
�������


������ ��	� ��� ����
� �� EB
μ,f ����� �� ��� �	� �� (Ω, 2Ω, B) ���� �����

)*&*
 ����
�����

������ ���� $� ��� ����	���� �� >,	
��� -�� ���� m � 2� �� B = {ω, ω′} ����
ω < ω′ ��� P (ω|B) = 1 	�� P (ω′|B) = 0 ���� ��� �,������� P (0|{0, m}) = 0
	�� P (m|{0, m}) = 1� +��� P �� 	 �� �� (Ω, A,

(
Ω
2

)
) ��	� ����	��� ��� 5�@�(@

�����	��� ���� n = m+1 	�� B1 = {0, 1}� . . .� Bm = {m−1, m}, Bn = {0, m}�
+���� P ���� ��� ������ �� cl(EB

μ,f )�

����
� -�2� $� �� ��� ��9���� �� ��� ��	� �� B =
(
Ω
2

)
���� P ∈ cl(EB

μ,f ) �,�����
�� 	 �� �� (Ω, 2Ω, 2Ω \ {∅}) ���:����� ��� ��� ���� �� ��7� '�

	 -#� $� ����	��
�� �� ���� 	 
��� �������	���� ��� �� 	�
�� ��� ���������� �� Ω �� ��� ���� B�

����
� -�!� $� ���#� 5�@�(@ �����	���� 	� ��������� 	� ������
�	�� 	�� 	�
���� �� ��&�� 	 
������/������ ���� �	����� +�� �	���� ����� �� ��� ������ ��
��� ��/������ ��	��� �� CB ��� B ∈ B� � ����� z �� ���� �	���� �� 	 B)����� ��
������ zB ���� ��� ��/������ ������	��� z(ω|B)� ω ∈ B� *� ���� +����
 -� #�
��� 
	�����

z �→ ∑
B∈B

∑
ω∈B f(ω)

|z(ω|B)|�
ω′∈B |z(ω′|B)|

�� 	 ��/������ ������� ��� ������	���� �	� �� ��� �	���� 	��
∑

B∈B ΔB� �C���
��	� �� ��� �����	� ��&������ �� ���� 
	������ ������� �� ν� ��� ����
� a.i|I

��� �� ���	��� �� ��� ��/������ �� ��� V )������	�����

+�� 
	����� Mf 
���� 	 �� P �� (Ω, 2Ω, B) ����	�� 	�

P �→ ∑
B∈B

∑
ω∈B f(ω)P (ω|B) =

(∑
B∈B P (ω|B)

)
ω∈Ω

.

*� 5����	�  �6� Mf ������� �� ��� ��
��
�����
 ������� cl(EB
μ,f ) 	�� ���

��
 �� ΔB ��� B ∈ B� ?� 	������ �� 5����	� -�6� ��� ������ ���������
�� ��� ������	���� �	� �� ��� �	���� ��
 .�
	% -�!� ;����� �� ��� �������
�� ���� �������� ��� 	������� �� 5����	�  �6 �� �:���	���� �� ��� ��	��
��� ��
���� +����
 -� #�

*� 5����	�  �6 	�� .�
	% -�2� ��� �	
��� �� ���� �� (Ω, 2Ω, B) ���� B =
{B ⊆ Ω : |B| � 2} �� ��
��
����� �� ��� ��
��	����� �� >,	
��� -�� ��	

P �→ (∑
ω′∈Ω\{ω} P (ω|{ω, ω′}))

ω∈Ω

����� �� ��� ������� �� ��7� +����
 �#�



�7 ��������	 
����

�������	��

��# *	���0)C������� ?�� ����
������ ��� ,�	�������� -������ �� .���������
����
�� ������ C�� D�%� �"2!�

��# 5�������� C�C�� .��������� /������ ���� ��� 0	����� ����
����� +	��)
�	����� �� E	���
	���	� E����	���� �E1� A�������� F .���� $��	���
�"!� �.����	� �����	�G C	�%	� E������ �"2���

� # 5������� =� 	�� 1��((	�	�	� .�� �
���������� "���� �� � )���
��� .�������
H���� ��	��
�� A��������� <������ �77��

�-# 5�@�(@� ��� 1� �	 ������� ��� ���	��� �� ���	�����I ��������������� +���
1���� +���� .��� 2���� � ��"66�   2F 3��

�6# 5���(@� $� 	�� E	�JK� 8�� 5����, ���� �� 
�	���� �� Rd� .����� .���
1���� 2����
� �� ��77�� �22F�"7�

�3# 5���(@� $� 	�� E	�JK� 8�� 5������ �� �,�������	� �	
������ +���� �� �
��'
������� �� ��776� 6!�F377�

�2# 5���(@� $� 	�� E	�JK� 8�� =���	��(�� 
	,�
�
 ��%������� ����
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