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��� N �� � �	
�� ���� Xi� i ∈ N � �	
�� 	
	����� ����� ������� XI ��� ��
���� 
� Xi


��� i ∈ I� �	� πI ��� �

��
	��� ��
����

	 
� XN �
 XI � I ⊆ N � ��� ����
	�� 
� �

��
���
�
�� ������� ���� P 
	 XN �
 I 
� ��� �� πIP 
	 XI �
��	 ��

πIP (πIx) =
∑

y∈X P (y) δIx,y , x ∈ XN ,

����� δIx,y ������ 
	� 
� πIx = πIy �	�  ��
 
�����
���

! �� P 
	 XN ���
���� � ����������� ���	
	��	��	 ��� "� �
	����
	� 
�

��� πijKP (πijKx) · πKP (πKx) = πiKP (πiKx) · πjKP (πjKx) , x ∈ XN ,

����� i, j ∈ N ��� �
#���	� �	� K ⊆ N \ ij� $� �
	��	�

	� �	 �����	� i ∈ N 
� 	
�

�
��
	��
���� ��
� ��� �
	����
	 {i} �	� ��� �
�	 ∪ �
� �	

	� 
� ������� 
� N 
� 
�
�����

���� ���� �	� 
	���	��
 ��

����� �
 ��	�� �����
 �� ��	���
 �� �������� �� ��� ����� ��
������
��	�� ��� �  !" # $� 	�� �
 ��	�� �����
 �� ��� ����� ��
������ ��	�� % �& '& "$()
��� ���� ����	 �
��
�� �������������	 *���	�
 #%+ "� #%,- . ������	�
 #%+�!� #%/� �  "�" �

���% � �"��")
�
������� ���������	� ����
�������� ,	���0 
��
������� �	������	��� �������������� ��	
���	� ,	���0

������� ���1���0�2��
� �����1,	���0 �3��0	������ ,	���0 4����� +	�������
1���5��� �������� ������1
����
 �	����� ����� 
������	��� �����0	��	�� �	����	� �������������� 
�����0� ��4���� �	������� ��0	��	���
��������� �����)

∗6) ,	�78 �� ���� ��������� �� ������	���� �����
 	�� �����	����� ��	���
 �� �������� �� ��� �����
��
������ *�� 0��9������� 0:;< -� �'%  ' *�	���� ����� ��
�����. �����������	���	
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��� ���
�� 
� ��� 
������ �
����� (ij|K) �
�� i� j �	� K �� ��
�� 
� ��	
��� �� R�

%
� L ⊆ R ��� PL ��	
�� ��� ���
�� 
� ��&� 
	 XN ���� ���
��� ��� �� "�
	����
	� �
��	

�� ���� (ij|K) ∈ L �	� P+
L = PL ∩ P+� '���� P+ 
� ��� ���
�� 
� ��&� 
	 XN ����

��� �
�
�
�� 
	 ��� ��	�� P (x) > 0 �
� ��� x ∈ XN � (
��	 � �� P � ��� ��
����

	� πi�

i ∈ N � ��	 �� 
	��������� �� ��� ��	�
� ���
����� �

	��� �
���
����� ���
��
	� �
 P �

���
� �
���
���

	 ���
	�� �
 PL 
� �	� 
	�� 
� πi �	� πj ��� ��
�����
����� 
	����	��	�

�
��	 (πk)k∈K �
� ��� (ij|K) ∈ L�

! 	
	����� ������
�� 
� P+ 
� �������
	� 
� 
� �
	��
	� �
������ �
�� ��&� P �	� Q

���
 ��� �� ��
�
��

	�� �
 x �→ P t(x)Q1−t(x)� x ∈ XN � �
� ��� 0 < t < 1� ��� ��	����

���	
�

	 
� �
�"�
	��)
�� 
� �������� �	� �
������� 
	 *������

	 +�,�

! ���������� (N,A) �
	�
��� 
� ��� �����) ��� N �	� � 	
	����� ���
�� A 
� �������


� N � ������ ����������� ! �� P 
	 XN 
� �����������	 ������ ��� ���������� 
� �
� ����

I ∈ A ����� �)
��� � ����"������ ��	��

	 ψI 
	 XI ���� ����

�-� P (x) =
∏

I∈A ψI(πIx) , x ∈ XN .

��� ���
�� 
� ��� ��&� 
	 XN ���� ����
�
 � ������ ��� ���������� 
� ��	
��� �� FA �	�

F+
A = FA ∩ P+� !	 �	�
������ ����� G = (N,E) ��� � �����) ��� N �	� �	 ���� ��� E�

�
	��
	�� 
	 ��� ���
��
(
N
2

)

� ��� ��
"�����	� ������� 
� N � ! ��� L 
� ����
��� 
� � ��
���


� G 
�
(
L
2

) ⊆ E� .� A 
� ��� ���
�� 
� ��
���� 
� G� ��� 	
���

	 F+
G 
� ��������� �
 F+

A
�	� 
	� ����/� ��
�� ��� ����
�
 ��

	 ������ G�

������� �� �� L ⊆ R ��� P+
L �� �������
	� ��	� ���� ������ �������	� ���� F+

G ��	�	

G = (N,E) �� ��	 ���
� ���� ij ∈ E �� ��� ���� �� (ij|K) �∈ L ��� ��� K ⊆ N \ ij�

.	 
���� �
���� �
��	 � ���
�� L ��� ����� G 
� �
	�������� 
	 N �� ���
�
	� ��
�
(
N
2

)
��� ij ���� ���� (ij|K) ∈ L �
� �
�� K ⊆ N \ ij 0 ���
��� � ������� ���� ��� �
�"�
	��)
��


� P+
L 
���
�� P+

L = F+
G �

.� L �
	�
��� �)����
���� 
� ��� �
����� (ij|K) ���
	� K = N \ ij ���	 
� 
� �
�"�
	��)�

��
� �
��
�� ���
�� ��
� � ����"/	
�	 ���
����	� ���	
�
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	����
	��� ��� �1� ���
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���
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��
�
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	���

��� �� �� G = (N,E) �� �� �����	��	� ���
� ��� L �������� �� ��� ���
�	� (ij|N \ij)
���� ���� ij �� ��� �� 	��	 �� G ��	� P+

L = F+
G �

! ��
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� ���
��� � 
� �������� �
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�������

	� 
	 ��� �����
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�
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	 *���
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	����	��	� ��
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� ��
����
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	 ������� ��� �����
�� 
� ��
� ����

	 
� ���	����� ��� 273 �	� 2-;� !���	�
) $�-3� ���
�
� 
� �
 ������� ������	�� ���� 
	 *���

	� , �	� 8� �	� ������ ����"�
	��
	�� ��

���

%
� I ⊆ N ��� VI ��	
�� ��� �
	��� ����� 
� ��
�� ��	��

	� v 
� x ∈ XN ���� ����	�

	 x 
	�� ���
��� πIx� ���� v(x) = v(y) 
	�� πIx = πIy� x, y ∈ XN � %
� v ∈ VI

�,� πIv(πIx) = |XN\I |v(x) , x ∈ XN ,

����� ��� ����
	��
 ��

	 
� ��	��

	� 
	 XN 
� ���	�� �	��
�
���� �
 ���� 
� ��&�� ����
πIv(πIx) 
� ��� ��� 
� v(y) 
��� y ∈ XN ���
���
	� πIx = πIy�


���� �� � �������� u �� XN �� ���������� �� VJ � J ⊆ N � �� ��� ���� �� πJu = 0�

������ ! ��	��

	 v ���
	�� �
 VJ 
� �	� 
	�� 
� 
� ��	 �� ��
���	 �� ��� �
��
�
�

	
v = vJπJ ����� vJ : XJ → R� *
	��

〈u, v〉 = ∑
x∈XN

u(x) · v(x) = ∑
xJ∈XJ

πJu(xJ) · vJ(xJ) = 〈πJu, vJ〉
�	� vJ 
� ���
����� ��� ������

	 �
��
��� �

%
� I ⊆ N ��� UI ��	
�� ��� 
���
�
	�� �
������	� 
	 VI �
 ��� ��� 
� VJ 
��� J � I�
�	� �� �������� �
 �� �	 ���	������� �
��	�


���� �� �� J ⊆ N ��	� ��� ������� I ⊆ N ��� u ∈ UI � ��	� πJu = 0�

������ *
	�� UI ⊆ VI ��� ����
	�� πJu 
� u ∈ UI �
 J ����	�� 
	 xJ ∈ XJ 
	�� ���
���
πJ
I∩JxJ ����� πJ

I∩J ��	
��� ��� �

��
	��� ��
����

	 
� XJ �
 XI∩J � .� �
��
�� ��
� �,��
����
�� �
 πJu �	� I∩J 
	 ��� �
��� 
� v �	� I� ���� πJ

I∩JπJu(π
J
I∩JxJ) ������ |XJ\I |πJu(xJ)

�
� xJ ∈ XJ � ������
��� 
� ��<��� �
 ��
�� ���� ��� ����
	�� πJ
I∩JπJu = πI∩Ju 
� u ∈ UI

��	
����� $� ����� �� ��
� 
� ���
����	� �
 ��� 
���
�
	��
�� 
� u �	� VI∩J ��
�� �
���
�� ��� ���	
�

	 
� UI �	� I ∩ J �= I� �

���� �� ��	 �
��	� UI � I ⊆ N � ��	 
������	 �����������

������ .� I, J ⊆ N ��� �
#���	� ���	� �� �
 ��������� J �
�� 	
� �
	��
	 I� $� ����� -�

� u ∈ UI ���	 πJu = 0� ����� � 
���
�� ���� u 
� 
���
�
	�� �
 VJ � ����� UI �	� UJ

��� 
���
�
	��� �

%
� � ���������� (N,A)� ��� WA ��	
�� ��� ��� 
� VI 
��� I ∈ A�


���� �� ��� � ��
	����
� (N,A) ��	 �
��	 WA 	 ���� ��	 ���������� ��� �� UI �
	�

��� I ⊆ N ���� ��	 ��
	�	� �� ���	 ��
	�	��	 ���� A�

������ $� ����� ,� ��� ������

	 �
��
�� ��
� 
�� ����
�� 
	���	�� �
�������
	� 
���
�
"
	��
��� =	 ���
�	� 
� ��� ���	
�

	 
� WA� 
� ��<��� �
 �����
�� �
 ��� ����������� �
��
A = {I}� I ⊆ N � 
	 ��
�� ���� WA = VI � .	����

	 
	 ��� ����
	��
�� 
� I 
� ����
���
�
 ��
�� ���� VI 
� ��� ��� 
� UJ 
��� J ⊆ I� .� I = ∅ ���	 V∅ �	� U∅ �

	�
�� �
�� ���
����� 
� �
	���	� ��	��

	� 
	 XN �	� ��� ������

	 
� ��
�
��� =�����
��� VI ���
��
���

���
�
	���� 
	�
 UI �	� ��� ��� 
� VJ 
��� J � I� $� ��� 
	����

	 �������

	� ��
�
��� ������ ��� ��� 
� UJ 
��� J � I ���	�� ��� 
	����

	 ���� 
� �
�������� �



�

	���

��� �� ��	 !�����	�� �
��	 VN = RXN �	���
��	� ������������ �� UI � I ⊆ N �


���� �� ��� 	
	�� ��
	����
� (N,A) ��	 ������ F+
A �������� �� ��	 
�"� ���� ��	


��
�������� �� ew ��	�	 w �	����� �� ��	 ���������� ��� �� UI �
	� ��� I ⊆ N ���� ��	

��
	�	� �� ���	 ��
	�	��	 ���� A�

������ .� w ���
	�� �
 ��� ��
�� ��� 
� UI ���	 
� 
� 
	 ��� ��� 
� VI 
��� I ∈ A� >�
�
	�
w �� ��� ��� 
� ��	��

	� vIπI ����� vI : XI → R� � �� ��
�
��

	�� �
 ew 
� �
��	 ��
x �→ t exp[ΣI∈A vI(πIx)]� x ∈ XN � �
�� �
�� �
	���	� t > 0� *��� � �� ���
	�� �
 F+

A �
��

�
	� ψI 
	 �-� ��
�
��

	�� �
 evI �

.� P ∈ F+
A ���	� �� �-�� �
�
�
�� ��	��

	� ψI �)
�� ���� ���� P (x) = ew(x)� x ∈ XN �

����� w 
� ��� ��� 
��� I ∈ A 
� ��� ��	��

	� x �→ lnψI(πIx)� ����� P 
� ��
�
��

	��
�
 ew� �
�� ��� ��
�
��

	��
�� �
	���	� ����� �
 1� $� ���	
�

	� w ���
	�� �
 WA� �����
�
 ��� ��
�� ��� 
� UI �� ����� 8� �

4
�����
	�
	� �
 ��� 
	������

	 ������ UI � � ����
�� ���� αy� y ∈ XN � 
� ��� �����
RXN 
� �
	��������� �
 ��
� �	�� 
� 
� ������� ���� ���� Xi ��� � �
��
	��
���� �����	�
��	
��� �� 0i �	� 0 = (0i)i∈N � ��� ��	��

	 αy 
� ���	�� �� x ∈ XN ��

αy(x) =

{
(−1)|s(y)∩s(x)| , x ∼ y ,

0 , 
�����
���

����� s(y) ��	
��� ��� ����
�� {i ∈ N : yi �= 0i} 
� y �	� x ∼ y ������
���� ��� �����
��

� ��
����

	� 
� x �	� y 
	�
 s(x) ∩ s(y)�


���� �� �� I ⊆ N ��	� {αy : s(y) ⊆ I} �� � ���	 �� VI ��� {αy : s(y) = I} � ���	 �� UI �

������ %
� y, z ∈ XN ��� ������ ��
���� 
� αy �	� αz ������ ��� ��� 
� (−1)|[s(y)�s(z)]∩s(x)|


��� x ∈ XN ���� ���� x ∼ y �	� x ∼ z� %
� i ∈ s(y) \ s(z) ��� ��	�� 
� ������

	

� ����
�

	�� 
	�
 ��� ��
�� ���� �
#�� 
	�� 
	 ��� i"�� �

��
	���� ���
	�
	� �
 {0i, yi}�
$� ��� ������

	� 
��� ��� ��
��� ��� ������ ��
���� ��	
����� ������
��� αy �	� αz ���

���
�
	�� ���	 s(y) �= s(z)� .� y �	� z ���� ��� ���� ����
�� ���	 αy(z) = (−1)|s(y)|δNy,z�
�	� ���� ��� ��	��

	� αy �
�� s(y) = I ��� 
	����	��	�� .� �
��
�� ���� {αy : s(y) ⊆ I}

� �	 
	����	��	� ���� ��
� ��� 
� � ���� 
� VI ������� αy ∈ Vs(y) ⊆ VI �	� dimVI = |XI |�
���	� {αy : s(y) = I} 
� � ���� 
� UI �� ����� 8� �

.	 ����
������ ��� ����� UI ��� � �
�
�
�� �
��	�

	 
� �	� 
	�� 
� |Xi| > 1 �
� ��� i ∈ I�
.�Xi = {0i, 1i}� i ∈ N � ���	 ���� UI 
� ���		�� �� ��� �
	��� ��	��

	 αy ����� y = (yi)i∈N
��� yi ����� �
 1i �
� i ∈ I �	� 0i 
�����
��� ����� ��	��

	� �
�� �	 
���
�
	�� ����

� RXN �� 4
�
����� -�

��� �
��
�
	� ����	
��� ����� 
� �������� �
� ��� �
�����

	 
	 *������

	 +�-�


���� �� ��� ��� ��
	����
� (N,A) ��	 ������ WA �� ��	 ���	�� ��� �� ��	 �
��	�

V0 ,I = {v ∈ VI : v(x) = 0 ���	 xi = 0i ��� ���	 i ∈ I}
�
	� I ⊆ N ���� ��� �	 ��
	�	� �� ���	 J ∈ A�

��� ����� V0 ,I �
	�
��� 
� ��� ��	��

	� vIπI ����� vI : XI → R ��	
���� 
	 ���� xI ∈ XI

���
	� � �

��
	��� xi = 0i� *��� � ��	��

	 vI 
� ��
� �
 �� ���
�	� �
 0 �



�

������ %
� I ⊆ N ��� ρI ��� x ∈ XN �
 y ∈ XN �
��	 �� πIy = πIx �	� πN\Iy = πN\I0 �
��� w ∈ RXN �� ���
��
��� �� ��� ��� 
� vIπI 
��� I ⊆ N ����� ����� vI 
� �������
�
 0 � .� x ∈ XN �	� I = s(x) ���	∑

L⊆I (−1)|I\L| w(ρLx) =
∑

L⊆I (−1)|I\L|
∑

K⊆L vK(πKρLx)

=
∑

K⊆I vK(πKx)
∑

K⊆L⊆I (−1)|I\L| = vI(πIx) .
�8�

������
��� ��� ��	��

	� vI ��� �	
��� �	�� 
	 ���	� ��� ��� 
� ��� V0 ,I � I ⊆ N � 
� �
�����

.� v 
� � ��	��

	 
	 XN ���	∑
I⊆N (−1)|N\I| vρI ∈ V0 ,N .

.	 ����� 
� x ∈ XN ��� � �

��
	��� xi = 0i ���	 ρIx = ρI\ix �
� i ∈ I ⊆ N � �	� ��
��
	�
��� �����	�� 
	�
 ��� ��
�� I� I \ i ��� ��� ��	
����� *
	�� v = vρN �	� vρI ∈ VI 
�
�
��
�� ���� VN = RXN ������ V0 ,N ���� ��� ��� 
� VI 
��� I � N � $� 
	����

	 
	 ���
����
	��
�� 
� N � VN 
� ��� ��� 
� V0 ,I 
��� I ⊆ N � ��
�� 
���
�� ��� ������

	� �

,� �
���
�
��	 ������������ ��� ��
����
�
��

.	 ��
� ����

	� ��� �� "�
	����
	�� ��� ������� �
 
	������

	 ������� ��
� 
� �
	� �
�
��� �����

	 (ij|K) 
 L ������	 (ij|K) ∈ R �	� L ⊆ N ���	�� �� ��� �������	� ?i �∈ L

� j �∈ L 
� L �⊆ ijK&� .	 
���� �
���� (ij|K) � 
L 
� �	� 
	�� 
� ij ⊆ L ⊆ ijK� ���

*������

	 +�,� %�
� 	
� 
	� mI ��	
��� |XI |−1� I ⊆ N �


���� �� �� (ij|K) 
 L ��� u ∈ UL ��	� ��	 �	����	 ��
	� �� P (x) = mN [1 + u(x)]�

x ∈ XN � �����#	� ��	 %������������ ��
	� �� (ij|K)�

������ $� ����� -� 
� ijK �
�� 	
� �
	��
	 L ���	 ��� ����
	�� 
� P �
 ijK 
� �	
�
���
����� ��� �� "�
	����
	� ��� ������� �
 mijKmK = miKmjK � =�����
��� L ⊆ ijK� �	� 
�
�
��
�� ��
� (ij|K) 
L ���� i �∈ L 
� j �∈ L� $� ��� �������� ������	 i �	� j� 
� ��<���
�
 �����
�� �
 ��� ���� i �∈ L� ���	� L ⊆ jK ��
�� 
���
�� ���� u ���
	�� �
 VjK ⊆ VijK�
$� ��� �
���� ��� 
� �,� �
�� ijK �	� jK 
	 ��� �
�� 
� I� ��� �
	����
	� ��� ����
��� �


�+� mijK

[
1 + u(x)

] · πKP (πKx) = πiKP (πiKx) ·mjK

[
1 + u(x)

]
, x ∈ XN .

.� j ∈ L ���	 K �	� iK �
 	
� �
	��
	 L� $� ����� -� ��� ����
	��� 
� P �
 K �	� iK
��� �	
�
�� ���	�� �+� �
���� .� j �∈ L ���	 L ⊆ K� �	� ���� u ∈ VK ⊆ ViK � $�
��� �
���� ��� 
� �,� �
�� K �	� iK 
	 ��� �
�� 
� I� πKP (πKx) = mK [1 + u(x)] �	�
πiKP (πiKx) = miK [1 + u(x)]� '�	��� �+� 
� ������ ���
����� �

%
� L ⊆ R ��� L� ��	
�� ��� ���
�� 
� L ⊆ N ���� ���� (ij|K) 
 L �
� ��� (ij|K) ∈ L�

	���

��� �� �� L ⊆ R ��� L ∈ L� ��	� ��� 
� �� XN ���� ��$	�� ���� ��	 �������

��	 �� � 
	���� ���� UL� �� �� %	��� &� �	����� �� PL�

!	 �)����� 
� ��� �
	������

	 L �→ L� ��	 �� 
���
	�� ��
� � ����� G = (N,E) �	�
KG = {(ij|N \ ij) : ij ∈ (

N
2

) \ E}� ���
�
	� �� ��� ���
�� K�
G 
� ��
���� 
� G�

%
� � ����� ������	�� ��� �
��
�
	� �
���� ������

	 
� 	������


���� �� ��� ��� L ⊆ R� �� M ⊆ N ��� 	
	�� ��$	�	�� i, j ∈ M ��� �	 ��
	�	� ��

���	 Lij ∈ L� �������	� �� M ��	� M ∈ L��



	

������ .� � �
���� (ij|K) ∈ L ��� i, j ∈ M ���	� �� ��� �������

	� ij ⊆ Lij ⊆ M �
�

�
�� Lij ∈ L�� ��� ���	
�

	 
� L� 
���
�� ���� (ij|K)
Lij � �	� ���� Lij �⊆ ijK �������

ij ⊆ Lij � '�	��� M �⊆ ijK� .� �
��
�� ���� (ij|K) 
M � .	 ���	� M ∈ L�� �

.	 ��� ����
	
	� ���� 
� ��
� ����

	� ��� �� "�
	����
	�� ��� ��� �	��� �� �
� ��� ���"

�
	�� Ψij|K �
��	 ��

Ψij|K(w) =
(
πijKw(πijKx) · πKw(πKx)− πiKw(πiKx) · πjKw(πjKx)

)
x∈XN

.

'���� (ij|K) ∈ R �	� w 
� � ��	��

	 
	 XN � ! �� ��	 ���� ��� �
�� 
� w �� �����


���� ��� ��	 '������� �� Ψij|K �� ��	 ������� 
� �� XN �� 	 ��� ��(
mKδ

ijK
x,y +mijKδ

K
x,y −mjKδ

iK
x,y −miKδ

jK
x,y

)
x,y∈XN

.

������ ��� �

��
	��� ��	��

	 
� Ψij|K 
	��)�� �� x ∈ XN ������∑
z∈XN

∑
z∈XN

w(z)w(z)
[
δijKx,z δ

K
x,z − δiKx,zδ

jK
x,z

]
.

9
#���	�
��
	� ������ w(y)� y ∈ XN �∑
z∈XN

∑
z∈XN

[
δNy,zw(z) + w(z)δNz,y

][
δijKx,z δ

K
x,z − δiKx,zδ

jK
x,z

]
.

>��	 w(z) = mN � z ∈ XN � ��
� ������

mN

∑
z∈XN

[
δijKx,y δ

K
x,z − δiKx,yδ

jK
x,z

]
+mN

∑
z∈XN

[
δijKx,z δ

K
x,y − δiKx,zδ

jK
x,y

]
�	� ��� ������

	 �
��
��� �

��� Ker(ij|K) ��	
�� ��� /��	�� 
� ��� @��
�
�	 
� Ψij|K �� ��� �	
�
�� ���


���� ��� ��� L ⊆ R ��	 ���	��	����� �� Ker(ij|K) �
	� (ij|K) ∈ L �� 	 ��� �� ��	 ���

�� UL �
	� L ∈ L��

������ .� L �∈ L� ���	 ij ⊆ L ⊆ ijK �
� �
�� (ij|K) ∈ L� %
� u ∈ UL �	� v ∈ Ker(ij|K)∑
x∈XN

u(x)
∑

y∈XN

[
mKδ

ijK
x,y +mijKδ

K
x,y −mjKδ

iK
x,y −miKδ

jK
x,y

]
v(y) = 0

������� ��� 
		�� ���� �����  ��
 ��� �
 ����� �;� *
	�� 	
	� 
� ��� ���� K� iK �	�

jK �
	��
	� L ��� ����
	��� 
� u �
 ����� ���� ��	
�� �� ����� - �	� ��� ��
�� �����

	

����
��� �
 ∑
x∈XN

∑
y∈XN

u(x)v(y)δijKx,y = 0 .

*
	�� L ⊆ ijK ��� ��	��

	 u ���
	�� �
 VijK � �	� ���� u(x)δijKx,y = u(y)δijKx,y � ������
���

u �	� v ��� 
���
�
	��� .	 ���	� Ker(ij|K) 
� 
���
�
	�� �
 UL�

$� 4
�
����� -� ��� 
	�������

	 
� Ker(ij|K) 
��� (ij|K) ∈ L 
� �
	��
	�� 
	 ��� ��� 
�

UL 
��� L ∈ L�� ��� 
��
�
�� 
	����

	 
� � �
	�����	�� 
� 4
�
����� ,� �



�

8� �
���
�����
� ��� �
���
�
��	 ������������

! 	
	����� ���
�� 
� �
�
�
�� ��&� 
	XN 
� �������	�� 
� 
� �
	��
	� �
������ �
�� ��&�
P �	� Q ���
 ��� �� ��
�
��

	�� �
 x �→ P t(x)Qs(x)� x ∈ XN � �
� ��� ���� t �	� s� ���
���
�� 
� �����(�	 
� ��
� 
� ����
��� 
	�� �
�� s = 1 − t� ��� �
�"�
	��)
�� ������� ���
���
�

	�� �����
��

	 0 < t < 1� ��� �
�"�<	� ���
�
�� �
�����
	� �
 ��� ���� �)�
	�	�
��
���
�
�� 2-;3�

.	 ��
� ����

	� L ⊆ R�


���� ��� �� P+
L �� �������
	� ��	� �� �� �������	���

������ ��� P,Q ∈ P+
L � 0 < t < 1 �	� Rt(x) = P t(x)Q1−t(x)� x ∈ X � $� ��� �
�"�
	��)
���

�
� (ij|K) ∈ L ���� ��� �
�� �
�� P �������� �� Rt� ����� ��� �

��
	��� ��	��

	� 
�
t �→ Ψij|K(Rt) ��	
�� ���	 t ��	��� ������	 0 �	� 1� *
	�� ���� ��� �
�
�
���
� ����
��	
�� 
��	�
������ .� �
��
�� ���� P+

L 
� ��
��� �
 ��� �
�"�<	� �
��
	��

	�� ��� ������

	
�
��
�� ������� 
� 
� 	
� �
<���� �
 ��� ���� � �
�"�<	� ���
�� ���� �
	��
	� ��� �	
�
��
�� 
	 XN 
� �
�"�
	���� �


���� ��� �� P+
L �� �������
	� ��� � 
� P �� XN �� 
��
�������� �� ew ��� ���	

w ∈ RXN ��	� P ∈ P+
L �� ��� ���� �� w �	����� �� ��	 ��� �� UL �
	� L ∈ L��

������ ��� �
�"�
	��) �
��
	��

	� 
� P �
�� ��� �	
�
�� ��

Pt(x) = etw(x)
/∑

y∈XN
etw(y) , x ∈ XN ,

��� �
���� �� � ����� ���������
 �� �� t� .�� ��	��	� ����
� �� ��� �	
�
�� �� P0 ������

mNw −m2
N

∑
y∈XN

w(y) .

.� P ∈ P+
L ���	 ��� �
�"�
	��)
�� 
� P+

L 
���
�� ���� ��� ����� ��	��� 
	 P+
L � '�	���

��� ��	��	� ���
	�� �
 Ker(ij|K) �
� (ij|K) ∈ L� $� ����� ��� ��� ��	��	� 
� 
	 ���
��� 
� UL 
��� L ∈ L�� *
	�� ∅ ∈ L� �	� U∅ �
	�
��� 
� ��� �
	���	� ��	��

	� ��� ���
�
	��
	� w�

��� w ���
	� �
 ��� ��� 
� UL 
��� L ∈ L�� $� ����� �-� P+
L 
� �
�"�
	���� ������
���

�
 ��
�� ���� P ∈ P+
L 
� ��<��� �
 �
	�	� �
 ��� ���� w ∈ UL �
� �
�� L ∈ L�� ���

������

	 
� ��
�
�� 
� L = ∅� ���
	� w �
	���	� �	� P �	
�
��� =�����
��� L �= ∅ �	� w

� 
���
�
	�� �
 U∅ �� ����� ,� ���	� x �→ mN [1+ εw(x)] ���	�� � �� �
� ε ��<�
�	���

��
�� �
 0� $� 4
�
����� ,� ��
� �� ���
	�� �
 PL� .� 
� ��
�
��

	�� �
 eln[1+εw]� ��� �
�"
�<	
�� 
� P+

L 
���
�� ���� ��� �� Pε ��
�
��

	�� �
 ewε �
�� wε =
1
ε
ln[1 + εw] ���
	��

�
 P+
L � �
�
�
	� �
�� ε �
 0 ��� ��	��

	� wε �
	����� �
 w �	� Pε �
	������ �
 P ∈ P+�

'�	��� P ∈ P+
L � �

��� �� "�
	����
	� ��� �
��	 �� (ij|K) ��	 �� ���
����	��� �)������� ��

�1� Q(xixjxK)·Q(yiyjxK) = Q(xiyjxK)·Q(yixjxK) , xi, yi ∈ Xi, xj , yj ∈ Xj, xK ∈ XK ,

����� Q ��	
��� ��� ����
	�� 
� P �
 ijK� xixjxK 
� ��� �����	� 
� XijK ���� ��
�����
�
 xi� xj �	� xK � �	� yiyjxK � xiyjxK �	� yixjxK ���� �	��
�
�� ���	
	�� .� K = N \ ij
���	 Q = P �	� 
� 
� ���� �
 ��� ���� 
� ��
 ��&� ���
��� ��� �����

	� 
	 �1� ���	 ���
�����

	� ���
 �
�� �
� ��� �
�"�
	��� �
��
	��

	� 
� ��� ��&��






A	��� ��� ���
�

	�� 	������ �������

	 |Xi| > 1 �
� ��� i ∈ N � ��� �
��
�
	� �����
�	� ��� ��

� 
� ���
��� � ��	 �� ��
����� �
���
��� ��� ���	 	
� �)����
	� |Xi| = 1


	�� ���
�

	�� �
	
� ����	
���
�
�� ��� 	������


���� ��� �� P+
L �� �������
	�� L ∈ L� ��� |X�| > 1 ��� 	��� 	 ∈ L ��	� ��� ����	��

�� L �	���� �� L��

������ .� ��<��� �
 ��
�� ���� L \ 	 ∈ L� �
� ��� 	 ∈ L� ��
� 
� ���
���
���� ���	 ���
�

���

	 
� (ij|K) 
 (L \ 	) �
� �
�� (ij|K) 
���
�� ���� ��� �
���� 
� 	
� 
	 L� �����
������ ij ⊆ L \ 	 ⊆ ijK� $� ��� �������

	 
	 ����
	��
�
��� ����� �)
��� y ∈ XN �
��
s(y) = L� ��� z ∈ XN ���� s(z) = 	 �	� ��� ���� 	"�� �

��
	��� �� y� y� �= 0�� *
	��
L, 	 ∈ L� ����� 1 
���
�� αy ∈ UL �	� αz ∈ U�� $� ��� �
�"�
	��)
�� �	� ����� �,�
��� �� P ��
�
��

	�� �
 eαy+αz 
� 
	 P+

L �

����� �)
��� t > 0 ���� ���� t · πN\�P (xN\�) ������

eαy(0�xN\�)+αz(0�xN\�) + eαy(y�xN\�)+αz(y�xN\�) +
∑

x�∈X�\{0 ,y�} e
αy(x�xN\�)+αz(x�xN\�)

= eαy(0�xN\�)+1 + eαy(y�xN\�)−1 + |X�| − 2 , xN\� ∈ XN\� ,

����� αy �	� αz ��	
�� �� x�xN\�� 4
��
	
	� ij ⊆ L \ 	 ⊆ ijK �	� L ∈ L�� ���
��� ijK ��		
� �
	��
	 	� ������
��� πijKP = Q 
� � ����
	�� 
� πN\�P � *
	�� πN\�P
����	�� 
	 xN\� 
	�� ���
��� π

N\�
ijK xN\� 
� �
��
�� ��
� �,� ���� Q(π

N\�
ijK xN\�) 
� ����� �


|XN\�ijK |πN\�P (xN\�)� ������
���

Q(0i0j0K)Q(yiyj0K)−Q(0iyj0K)Q(yi0j0K)


� � �
�
�
�� ����
��� 
� [e2+e−2+|X�|−2]2−|X�|2� A�
	� �1�� ��
� 
���
�� (ij|K) �∈ L� �

����� �� ��	��	� )� ��� RN,X �
	�
�� 
� ��� �
����� (ij|N \ ij) �
�� |Xi| = 1 
� |Xj| = 1�
$� ���� PL = PL∪RN,X

�
� ��� L ⊆ R� ��� GL = (N,E) �� ��� ����� �
�� ij �∈ E 
� �	�

	�� 
� (ij|K) ∈ L �
� �
�� K ⊆ N \ ij� $� �-�� � �� ����
�
 �� ������ GL 
� �	� 
	�� 
� 
�
�
�� ������ GL∪RN,X

� .� �
��
�� ���� 
� ��<��� �
 ��
�� ��� ������

	 
� ���
��� � �	���
��� ���
�

	�� �������

	 RN,X ⊆ L� '�	��� �	� L ∈ L� �
�� �� ����� ��
 �����	�� ���
|X�| > 1 �
� ��� 	 ∈ L� $� ����� �8� ��� ������� 
� �	� L ∈ L� ���
	� �
 L�0 ���� L� 
�
�����
����� A�
	� ����� 7� � ��� L ⊆ N �
�� �� ����� ��
 �����	�� ���
	�� �
 L� 
� �	�

	�� 
� ij ∈ L� �
� ����� i, j ∈ L0 ���� L� 
� �
	�
����� .� �
��
�� ���� L� 
� ��� ���
�� 
�
��
���� 
� GL� '�	��� ��� ������

	 
� ���
��� � 
���
	� ��
� ������ + �	� �,� �

+� ��������
� ��� �������

+��� ��� ���� ����
� ��� ��� ����

���� %
� �	 �	�
������ ����� G = (N,E) ��� KG

�
	�
�� 
� ��� �
����� (ij|N \ ij) ���
	� ij �∈ E� ��� ��&� ��
� PKG
��� ������ 
������	

*��+�
 ������ G� ��� ���
�
�� P+
KG

���������
 �� �� �	�
������ ������ G ���� ���	
/	
�	 
	 ��� ����
��
��� �
�������� �� ��� *��+�
 ���	�� �
	� �����	��	� ���
�� 2�;� -;3�

��� ��� �
	�
	��	�� ������� ���� ��� �
�"�
	��) ������� ���� ���
�� P+{(ij|N\ij)} 
� �
�"
�
	��� �� ��� ������	� �
��
�
	� �1� �	� 
	�������

	� 
� �
�"�
	��� ���
�
�� ��� �
�"�
	����
'�	��� ���
��� � �
������ 
���
�� ��� ������

	 
� 4
�
����� �� P+

KG
= F+

G � B��������
��������� �
��	 �	 �	�
������ ������ � �
�
�
�� �� 
� ��
��
�� 6��/
� 
� �	� 
	�� 
� 
�
����
�
 ��� ��� �������

	 
� �
�
�
�
�� �������� ��� 2-1� �� --3 �	� 2-;� C)����� ,��;3�



�

!����	��
����� P+
KG

= F+
G 
� � �
���� �
	�����	�� 
� ��� ������ 
	 ��� 
	������

	

������ ��
� *���

	 -� .	 ����� 
� 
� ������ ����
����
����� ���� P ∈ P+ ���
���� ���

�� "�
	����
	� (ij|N \ ij) 
� �	� 
	�� 
� lnP : x �→ lnP (x) ���
	�� �
 ��� ��� 
� VN\i �	�
VN\j � ��� ���� 2-;� �,�1�3� ��
� 
� ��� ��� 
� UI ����� I �
�� 	
� �
	��
	 ij� 
	 ���
�	�


� ����� 8� ������
��� �� 4
�
����� -� P ∈ P+ 
� ��
��
�� 6��/
� ������ G 
� �	� 
	��


� lnP ���
	�� �
 ��� ��� 
� UI ����� I �
	��
	� 	
 ij �∈ E� ���� I 
� � ��
��� 
� G�

�
 �
	����� P+
KG

= F+
G 
� ��<��� �
 ��
/� ����� +� .� ����� ���� ��
� ��
�� ��
����
�

��

� 
� 4
�
����� � �
� ��� 
	�������

	� 
� ���� 
� ��� 
	������

	 ������ 
� 	��� ���

�����	��� ������	���

	 
� �

��
	���"����0 	
 ��
����
��� 6
��
�� ���	��
��� ���������

�	� � ����
�� ��

�� 
� 0 ∈ XN ��� ����
���� ��� 
	�� �
�������� ��

� 
� 4
�
����� � 
�

��� 
	����
�� 
	� �� $�

/ 2+3� ��� ���
 2�1� ���
��� 5��3� ��
�� �
����� ��� 	
 ��
����
�

�
	��	��

%
� L ⊆ R� ���
��� � �	� �
�"�
	��)
�� 
� ��� 6��/
� �
���� 
���� ���� P+
L 
�

�
�"�
	��) 
� �	� 
	�� 
� 
� 
� 6��/
� 
��� �	 �	�
������ ������ ����� ��� ����� 
�

����� 6��/
� �
���� ��	 �� ���
����	��� ���	�� �� ���	� 
� ��� �� "�
	����
	�� �	� �
�"
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	� 
� 2�3� ���� ���	 ���
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 ��

�
� ������� �� ���
� ��
��
	� ��
	�� 
	 ����
��
��� ���
��� � ����� �
 �� � 	�� ��
���

������	 �����

+�-� �����  ������
��� ��������� (
��	 � �
��
	��
���� �����	� 0 = (0i)i∈N 
� XN

�	� � �����
���� ���������� (N,A)� � �� P ∈ P+ 
� ,������� 
� ����� �)
�� ����"������

��	��

	� vI 
	 XI ���� ����

�5� lnP (x) =
∑

I∈A, I⊆s(x) vI(πIx) , x ∈ X .

��� ���
�� 
� ���� ��
���
�
�� �������� 
� ��	
��� �� G+
0 ,A� .� xI ∈ XI �	� �
� �
�� i ∈ I

��� i"�� �

��
	��� 
� xI ������ 0i ���	 ��� ����� vI(xI) �
�� 	
� 
���� 
	 �5�� ������
���


� ��	 �� ���
����	��� ������� 
	 ��� ��
�� ���	
�

	 ���� ��� ���� ������ �����  ��
�

���� vI ��� ������� �
 0 � .	 ��
� �
����

	� ��� ������

	 
	 �5� ��	 ��	 ���
����	���


��� I ∈ A� ����� ��� (
��� ��&� ����
�
 � 
	 � ����
�� ���� G+
0 ,A ⊆ F+

A � $� ������ +

�	� 5� 
� P ∈ F+
A ���	 P = ew �
� w ∈ WA 
	 ��� �
��

∑
I∈A vIπI �
�� ��� vI �������

�
 0 � ������
��� F+
A ⊆ G+

0 ,A� ����� 
��� � ����������� ��� 	
�

	 
� (
��� ��&� �
��

	
� ����	� 
	 ��� ��

�� 
� 0 �	� �

	�
��� �
�� ��� ����
�
 ��
�
�� 
� �
�
�
�� ��&�� .	

�
��������� ���� 
	 25� ���
��� -3� 2-1� ���
��� -3� ���
����� �5� 
� ������ �
 �� ���
����	�

�


vK(πKx) =
∑

I⊆K (−1)|K\I| lnP (ρIx) , K ∈ A , x ∈ XN , s(x) = K ,

��
�� 
� � ��
	���������

	 
� ��� �
������

	 
	 �8�� ����� 
	 6
��
�� ���	��
���

��� 
��	�
�� P+
KG

= F+
G � �
���
��� 
	 (
��� ��&� �	� �
��	�
���� ��� ���	 ��������

�	� ��
��� 
	����	��	��� ������� �
���� =��� �

	� ����
��� 
� �
�� ���/ �
 2-� ,;3� ��


����� �	����
���� ��	����
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�� ��� 
	 2,�

�� �7D3� 25� �� --3� 2�+� -5� -D3� �	� ����� ��

�� 
	 2-1� ���
��� -3� %
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	�� �����/�

��� ���
 '���������&� �
�����

	 
	 2,� �� -,;3�
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 ��

	�

�
� ��� ��&� �
�� �
	�
	�
�� �	� �
�
�
�� ��	�
�
�� ������ � ��
���� ��������

+�,� !����

���� >��	 P �	� Q ��� ��&� 
	 � ���������� ����� ���� ��� 	
� ��������

�
	������ p �	� q ��� ���
� ��	�
�
�� �
�� ������� �
 � �
�
	��
	� ������� R �	� 0 < t < 1�

��� �
�"�
	��) �
��
	��

	 
� P �	� Q 
� ���	�� �� ��� �� �
�� ��� R"��	�
�� ��
�
�"

�

	�� �
 ptq1−t� ��� ���	
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� ����	��	� 
	 ��� ��
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	� 2D3�
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�� �
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	 ��� ��

� 
� ���
��� � 
� ������ �� ��� �
	��� �����

	 
 ������	 R
�	� ��� �
��� ��� 
� N � .� �������� ����

���� ��

� �
 2-,� ���
��� 83� .	 ���
�

	 �


��� ����
	� L �→ L�� 
� �
��� �
�� �


A �→ A� = {(ij|K) ∈ R : (ij|K) 
 L �
� ��� L ∈ A}
����� A 
� � ���
�� 
� ������� 
� N � ��� ��
� 
� ����
	�� �
��� � (��

� �
		���
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�
�
���
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�
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��� �3�
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���
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� ��� ���
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� �
		����� ���� 
	 �	� �
�
�
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����� 
	 ��� �
�� 
� L�0 
� �
�� ���/ �� ����� �
 2�D3�

(�	���� �
	�
�

	�� 
	����	��	�� �������	�� ��	 �� ������� �
 ���
�
�� 
� ��� �� "

�
	����
	�� ��� �� 2--� ����� ,3� ��� ���
�
�� PL �	� P+
L ���� ���	� 
	 ��
�� 
� �
	�
�"

������ �#
��� ��� ��
� ��
	� �	�����

� 
	 ��	���� 2,�� �-� -83�

1� �������� ��
����	�
� ��������

.	 ��
� ����

	 N = {1, 2, . . . , n}� ! �� 
	 Rn 
� ������� (����
�	 ���� 
� 
�� ��	�
��

�
�� ������� �
 ��� �������� ������� ��� ��� �
��

x �→ (2π)−
n
2 (detA)−

1
2 exp

[− 1
2
(x− μ)TA−1(x− μ)

]
, x ∈ Rn ,

����� μ 
� � ��
���	� ����
� ��
� Rn �	� A = (ai,j)i,j∈N � ���� �
�
�
�� ���	
�� ����
)�

��� ���	���� 	
���

	 detA 
� ���� �
� ��� ������
	�	� 
� A �	� T �
� ��� ���	��
�
�

	�

!	 �� �� ���
���� ��� �� "�
	����
	� �
��	 �� (ij|K) ∈ R 
� �	� 
	�� 
� detAiK,jK

��	
���� ����� AiK,jK 
� ��� �������
) 
� A ��
�� �
�� ��� 
	��)�� �� iK �	� �
���	�

�� jK� ��� 2-�3� '�	��� ��� �� 
� ��
��
�� 6��/
� ������ �	 �	�
������ ����� G = (N,E)


� �	� 
	�� 
� detAN\j,N\i = 0 ���	���� ij �∈ E0 ��
� �����
�� 
� ���
����	� �
 ��	
��
	� 
�

��� �����	� 
� A−1 
	��)�� �� i, j� .� �
��
�� ���� ��� �� ����
�
 �� ������ ��� ����� 2-;�

+���83 ��
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���
�� 6��/
�	��� 2-;� F�
�
�
�

	 ,�D3� ����� �� ����"/	
�	� ��� ��
��
��

6��/
�	��� 
� �	� �� �� 
� ���
����	� �
 � ����
�
 ��

	� 
��� �	 �	�
������ ������ %
�

��� ��	���� �� "�
	����
	�� 
	 (����
�	 ���
����� ��� 2-7� -+� -�� �-� �,3�

�
�"�
	��) �
��
	��

	� 
� ��
 �� ��&� ���������
 �� �� μ,A �	� ν, B ��� ��� ��

��&� ���������
 �� �� �
�� λμ,ν,t ∈ Rn �	� [tA−1 + (1− t)B−1]−1� 0 < t < 1�
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������� �� �� ��	 �	� �� �� 
�"� �� Rn ���� ������� ��� %������������� ���� L ⊆ R ��

�������
	� ��	� ���� �	� �������	� ���� ��	 �	� �� ��� �� 
�"� ���� ��������	 ������ ��	 ���
�

(N,E) ���� ��� ij ∈ E �� ��� ���� �� (ij|K) �∈ L ��� ��� K ⊆ N \ ij�
������ ��
 ���� 
� �
�
�
�� ���	
�� n× n ����
��� A ��� 
	��
�����G ��� ���� 
	� AL 
�

�
��	 �� detAiK,jK = 0 �
� ��� (ij|K) ∈ L� �	� ��� ���
	� 
	� BL �� Ai,j = 0 �
� ij �∈ E�
��� ��� 
� �� ��&� ����
��� �� ��� �� "�
	����
	�� ��
� L 
� ���������
 �� �� ��� ��
��
μ,A �
�� A ∈ AL� ��� ��� 
� �� ��&� ���� ����
�
 � ������ ��� ����� 
� ���������
 �� ��
��� ��
�� μ,A �
�� A−1 ∈ BL�

$� 2-�� ����� �3� detAiK,jK = 0 
� �	� 
	�� 
� det(A−1)N\jK,N\iK = 0� �
� ��� 
	����
���

����
��� A� ����� A ∈ AL 
� ���
����	� �
 A−1 ∈ AL� ����� L	 
� ��� ��� 
� (ij|N \ ijK)

���
	� (ij|K) ∈ L� *
	�� BL = BL� ���
��� - ������� ���� AL� = BL� � ��� �������
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� ���
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 ��� �
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� {A−1 : A ∈ AL} = AL�� ������
��� 
�
��<��� �
 ��
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	��) ���	 AL = BL�

��� �	
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) I ������ ���
	�� �
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� ��
��� �
 ��� �
�
�
�� ����
�����
����� 
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	� �	� ��� �
	��)
�� 
� AL 
���� ���� 
� A ∈ AL ���	 A + tI ���
	��
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 AL �
� ��� t > 0� ������
��� det(A + tI)iK,jK = 0 �
� (ij|K) ∈ L� ��� ������
	�	� 
�
� �
��	
�
�� 
	 t �
�� ��� ����
	� �
�<�
�	� Ai,j� '�	��� Ai,j = 0 �
� (ij|K) ∈ L ��
��

���
�� AL ⊆ BL�

%
� ij ∈ E ��� I [ij] �� ��� �������
� ����
) �
�� ��� �����	�� �� ��� �
�
�

	� i, j �	�
j, i ����� �
 1 �	� ��� ����
	
	� �����	�� ����� �
  ��
� ��� ����
) I + ε|E|I [ij] ���
	��
�
 AL �
� ε ��<�
�	��� ��
�� �
  ��
� $� �
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��� I(ε) = I + ε

∑
ij∈E I

[ij] 
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	 AL�
��� K ��	
�� ��� ��� 
� (ij|K) ∈ R ���� ���� N \ ijK ��������� i ��
� j 
	 ��� �����
(N,E)� ���	� 2-�� ���
��� �3 
���
�� ���� �� �
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���� ��	� ε �
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� ���� BL ⊆ AK� A	��� ��� �������
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Ki �	� Kj ���� ���� ����� 
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 ���� ������	 iKi �	� jKj� .� A ∈ BL ���	 Aki,kj = 0
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� ki ∈ iKi �	� kj ∈ jKj � 
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	� detAiK,jK = 0� �	� ���� A ∈ AK� �
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