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Abstrakt: Pozorujeme nezavislad zafizeni podléhajici opotifebeni a pomoci
vhodnych regresnich modelt se snazime popsat vliv jejich pribéznych oprav
a udrzby na rozdéleni doby do selhani. Nejcastéji pouzivané modely, jako
je Coxtv model proporcionalniho rizika nebo model zrychleného ¢asu, popi-
suji vliv regresoril na uréitou zdkladni rizikovou funkci. Tu je potfeba bud
vhodné parametrizovat, nebo odhadnout neparametricky. V této praci se za-
méfujeme na metody porovnavani a testovani hypotéz o tvaru zakladniho
rizika v modelech oprav a predvadime jejich vyuziti.

Kli¢ova slova: Analyza spolehlivosti, modely oprav, regrese, zadkladni riziko.

Abstract: When observing independent devices which are subject to degra-
dation, we want to describe the influence of repairs and preventive mainte-
nance actions on the time to failure distribution with the help of suitable
regression models. Commonly used models, as the Cox proportional hazards
and the accelerated failure time model assume, that the covariates influence
a certain baseline hazard function, which must be either parametrized or esti-
mated nonparametrically. In this work we focus on methods how to estimate
and test hypotheses about the shape of the baseline hazard and we show their
applications.

Keywords: Reliability analysis, repair models, regression, baseline hazard.

1. Uvod - tdrzba a opravy

Zkoumame data reprezentujici zivotnost n nezavislych systémt podléhajicich
opotfebeni. Kdyz se systém porouchd, je nutné provést opravu. Selhani se
také snazime predejit preventivnimi tdrzbami. Oznacime Tj;, ¢ = 1,...,n,
j=1,...,n; sefazené Casy oprav a udrzeb i-tého zafizeni a A;; indikatory,
zda na i-tém zafizeni byla v j-tém Case provedena oprava (A;; = 1) nebo
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preventivni adrzba (A;; = 0). Zavedeme ¢itaci procesy oprav a udrzeb do
casu t:

Nio(t) =Y I(Ti; <t, Ay =1), Mu(t)=> I(T;; <t,A;; =0).
j=1 j=1

Oznacime rizikové funkce pro kazdé zarizeni
Ai(t) = %IH%J P(Nl.(t +h)— Ni.(t) > 1|H(t))/h,
—
kde H(t) znaci historii udalosti do Casu t. Pracujeme s kumulovanymi rizi-

kovymi funkcemi A;( fo s)ds, prislusnymi funkcemi preziti S;(t) =
exp(—A;(t)) a hustotaml fi(t) = (ftSZ( ). Vérohodnost lze pfepsat jako

T (T3;) o SiTy) \'~ T -
- HH( Si(Tij-1)) ) (Si(Ti(j—l))) HH)‘ - Si(Tin,)

i=1j=1 1=17=1

a log-vérohodnost ma pak tvar
n n; Tin,
1= Aylog\i(T;;) - / Ai(t)dt.
i=1 j=1 0

Vérohodnost dat 1ze zapsat pomoci ¢itacich procest. Zavedeme ¢itaci procesy
pro j-té selhani ¢i opravu i-tého zafizeni a prislusny indikator rizika

Nij(t) = A I(Ty; < 1), My;(t) = (1= Aj)I(Ty; < t),
Yij(t) = I(Tij-1 <t < Ty).

Dostaneme

Z—Z/ (log Xs (t7)dNy; (t) — Yij ()N (t7)dt) .

2. Regresni modely oprav

2.1. Coxuv model proporcionalniho rizika

Predpokladame, ze kazda oprava ¢i udrzba multiplikativné snizi nebo zvysi
riziko, vliv mohou mit i pfipadné dalsi regresory, ozn. Z;(t). UvaZzujeme rizi-
kovou funkei [1]

Ai(t) = Xo (t)eM’"(t)P+Ni-(t)w+ZiT(t)ﬂ.
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Pii parametrickém zakladnim riziku lze dosadit do logaritmické vérohod-
nosti a maximalizovat. Povazujme ale zékladni riziko za neznamé. Oznacime
B = (p,e,3)7T a XTI (t) = (Nie(t), Mia(t), ZI' (t)). Skére, ziskané dosazenim
rizikové funkce do logaritmické vérohodnosti a derivovanim podle parametr,
Up) = %l, z&visi na nezndmé Ag(t), kterou nahradime odhadem Nelson-
-Aalenova typu

olt,8) = /z e

kde e znaci soucet pres prislusny index. Po dosazeni ziskdme skére ve tvaru
o0 X, (t7)eXrt)BY, (¢
= Z/ Xi(t™) - 2 k(X;(zt*)ﬁ ul) dN;(t)
ij 70 Zkle k Ykl(t)

a pro nalezeni odhad® parametrt fesime rovnice U(3) = 0.

2.2. Model zrychleného casu

Mizeme také predpokladat, ze kazda oprava ¢i idrzba a regresory zpusobi, ze
virtudlni ¢as plyne pomaleji nebo rychleji (Accelerated Failure Time model,
AFT). Vyuzijeme transformaci ¢asu [2]:

t
. / Mia (0t Nio (o4 27 (85 . 1 (2, B).
0

Rizikovéa fukce pak mé tvar

Ai(£) = Xo(hi(t, B))eMisDrtNia (et 21 (0)5

Pokud zakladni rizikova funkce bude konstantni, tedy odpovidajici exponen-
cidlnimu rozdéleni, oba modely splyvaji. Zavedeme transformované procesy

Nij(t,8) = 8ijI(hi(Tij, B) < 1), M(t, B) = (1 — Ay I (hi(Ti;, B) < 1),
Yi5(t,8) = I(hi(Tij—1,8) <t < hi(T;;, 8)),  X;(t,8) = Xi(hi ' (t,B)).

dosadit Nelson-Aalentv odhad kumulovaného zékladniho rizika

tANZL(s.8)

R A S )
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Ziskédme

ZA ( 0= = Zk(l kl(t)?;:;(t ﬁ)) a5 (¢ B).

Protoze skére neni spojité v 3, najdeme odhady parametri minimalizaci
@)
3. Vlastnosti odhadu A

Navazeme zde na [3], kde bylo hlavnim cilem hledani a interpretace odhadt
B3, a zamérime se na studovani vlastnosti odhadt kumulovaného zakladniho
rizika. Pro kazdy z modelt zvI4st uvazujme proces

W (t) = n'/2(Ao(t, B) — Ao(t)).

Pomoci funkcionalni centralni limitni véty [4] se d4 ukdzat, Ze pro n — oo
konverguje W (t) slabé ke Gaussovskému procesu s nulovou stfedni hodno-
tou a konefnou kovariancni funkci. Tim je zajiSténa konzistence Nelson-
-Aalenovych odhadi. Kovarianéni funkce je pro kazdy z modeld riazna. V AFT
modelu z&visi na nezndmych Ay a A\ = dA\g/d¢ a neni mozné ji snadno od-
hadnout pfimo. Pfedvedeme postup pomoci simula¢ni metody.

Resampling zakadniho rizika

Nejprve uvazujme Coxtiv model. Generujme Gi,...,G, (iid.) z N(0,1).

Méjme
> X3, (t7)eXEOIBY, (¢
:Z/ Xi(t_)—Zkl k(xzetf ) GdNi; ().
i Y0 S e X EBY (1)

Najdeme BG jako FeSeni rovnice ﬁ(ﬁg) = (7(;(,@) a polozime

W(t) = n'/2(Ro(t, B) = Ro(t. Be) + Roc(t, B) ).

kde

~ t G;dN;;(s)
Roct.8) =3 | e
%: 0 Zkl eXk (s )'BYkl(s)

Pomoci funkcionalni CLV [4] se d& ukédzat, Ze za platnosti Coxova modelu
W (t) konverguje slabé ke stejnému Gaussovskému procesu jako W (¢). Dtikaz
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vychdzi z postupu pro Coxtv model s rekurentnimi udélostmi [5], pficemz je
potfeba zohlednit pouziti oprav a udrzeb jako regresort.

V modelu zrychleného ¢asu postupujeme obdobné, vyrobime replikované
priblizné skdre

e [ e S XAEOWEON
B)_izj/O (Xl(t 2w Yii(t, B) )GZdN”(t)’

najdeme ,@G feSeni rovnice (7(23(;) = ﬁg(,@) a polozime

G (s, B)

Roalt, ) = Z/ZM V(.8

Potom stejné sestaveny replikovany proces W(t) ma opét stejnou limitu jako
W (t) v AFT modelu. Postup je zalozen na funkciondlni CLV [4] a inferenci
pro AFT model s rekurentnimi udélostmi [6].

Kdyz tedy zreplikujeme mnohokrat /W(t), milzeme empiricky odhadnout
rozptyl W (t) a spocitat bodové konfidenéni intervaly kumulovaného rizika

jako
Ao(t,B) £ ul—a/ﬂfl/2 \ @W(t);

nebo pomoci log-transformace jako /A\o(t,f‘i) exp (:l:ul_a/Qn 3 \;:f\rzfg))),
o\t,

kde u;_q/2 je piislusny kvantil N(0,1).

Testovani hypotéz o tvaru zakladniho rizika

Chceme-li testovat hypotézy o tvaru celého rizika, je potfeba najit pfislusny
konfiden¢ni pas pro supremovy test. Najdeme g;_, vybérovy 1 — a kvantil

generovanych hodnot supy,, -] ‘ kde [71, T2] pokryvé zkoumanou ¢ast

AW ()
Casového intervalu a spocitame konfidencéni pas pomoci logaritmické trans-
formace jako

Ro(t.B) exp (iql_anw @W<t>/ﬁo<t,fa>) .

Hypotézu zamitame, pokud testovand kumulovana zakladni rizikova funkce
nelezi v konfidenénim péasu. Na Obrézku 1 vidime pfiklad Nelson-Aalenova
odhadu (tuéné ¢erné) pro data o rozsahu n = 20 z Coxova modelu s ¢ = 1/10,
p = —1/10 a Weibullovym zakladnim rozdélenim s ¢ = 1/2 a A = 1/10.
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Dale jsou zobrazeny pfislusné bodové intervaly spolehlivosti (¢drkované Sedé),
konfidenéni pas (¢arkované cerné) a parametrické odhady pro rtzné rozdéleni
(8edé). V tomto pripadé bychom jasné zamitali exponencialni rozdéleni, kde
kumulovan4 rizikova funkce tvofi pfimku (teckované), i Gumbelovo rozdéleni
(Garkované). Naopak parametricky odhad ptivodnitho Weibullova rozdéleni
(plné) je Nelson-Aalenovu odhadu velmi blizko, nezamitali bychom patrné
ani lognormalni rozdéleni (¢erchovang).

N
- Nelson—Aalen R
Bodovyint. [ L
----- Konf. pas \
. Exp. H
————  Gumbel —_—
9 — --=-=-- Lognorm. i
——  Weibull v
o —

Lambda0(t)
6
|
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Obrézek 1: Porovnani Nelson-Aalenova odhadu, konfiden¢nich mezi a para-
metrickych odhadt kumulované rizikové funkce.

4. Simulaéni studie

Generovali jsme data z Coxova i AFT modelu o velikosti n = 20 a n = 50
s riznymi zakladnimi rizikovymi funkcemi a parametry. Kazdé zafizeni bylo
sledovano do desaté udalosti, tdrzba byla providdéna nahodné se stejnym
zékladnim rozd€lenim. Parametry jsme stanovili tak, aby oprava zvysila riziko
¢ zrychlila ¢as (¢ = 1/10) a udrzba naopak (p = —1/10), jiné kovaridty
nebyly uvazovany.
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Tabulka 1: Podil zamitnutych hypotéz o tvaru zakladniho rizika pii genero-
vani dat z riznych rozdéleni.

Generované rozdéleni Testované rozdéleni — podil zamitnuti
Model Ao A a n Exp. Weibull Gumbel LN
Weibull | 1/10 5 20 | 0,908 0 0 0,216
50 1 0 0 0,276
Weibull | 1/10 1/2 20 | 0,934 0 0,916 0,036
Cox 50 1 0 1 0,134
Gumbel | 1/10 1,2 20 | 0,096 0,008 0 0,272
50 | 0,642 0,020 0 0,640
LN u=2 o?=4 |20 | 0,992 0 1 0
50 1 0,082 1 0
Weibull | 1/10 5 20 | 0,912 0,006 0,008 0,066
50 1 0 0 0,492
Weibull | 1/10 1/2 20 | 0,904 0,002 0,796 0,088
AFT 50 1 0 1 0,644
Gumbel | 1/10 1,2 20 | 0,372 0,014 0,008 0,592
50 | 0,990 0,050 0 0,994
LN u=2 o?=4 | 20 | 0,996 0,142 0,878 0,092
50 1 0,022 1 0

Testovali jsme na hladiné o = 0,05, zda je zékladni rozdéleni exponen-
cialni, Weibullovo A(t) = a\*t*~ !, useknuté Gumbelovo A(t) = Aa’ & log-
normélni (LN) s parametry odhadnutymi metodou maximalni vérohodnosti
puvodniho modelu povazovanymi za pevné a sledovali jsme podil zamitnutych
hypotéz. Kazdy pripad byl simulovan 500x, testovali jsme na intervalu mezi
5% a 95% kvantilem generovanych dat. W (t) bylo pocitdno ze 40 replikaci.

7Z tabulky vysledkt 1 je patrné, Ze testy jsou s vySsim poctem pozoro-
vanych zafizeni presnéjsi, tj. nezamitaji ptivodni a zamitaji ostatni zakladni
rozdéleni. U dat s Weibullovym zékladnim rozdélenim zalezi, zda je Ay kon-
vexni ¢i konkévni, podle toho je spise zaménitelné s Gumbelovym nebo log-
norméalnim rozdélenim. Exponenciélni rozdéleni je zamitano skoro vzdy — zde
se nabizi srovnani s parametrickym testem zda a = 1 ve Weibullové rozdéleni.
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5.

ZAvér

Zkoumali jsme metody pro testovani hypotéz o tvaru zakladniho rizika pf¥i
modelovani vlivu adrzby a oprav na Zivotnost sledovaného zarizeni. Pro data
z Coxova modelu i modelu zrychleného ¢asu jsme piedstavili asymptoticky
test zaloZeny na resamplingu a na simulovanych datech zkoumali jeho vlast-
nosti v riznych situacich. Dalsim krokem muze byt zohlednéni variability
testovanych parametrickych odhadt.
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