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Uvod

Tato bakaldrskd price se zabyvd rozhodovacimi procesy, jeZ jsou zdkladem kazdé lidské Cinnosti.
KaZzdy ¢lovék za den provede nékolik set rozhodnuti. Jak se ale rozhodnout spravné a co nejsnadnéji
dosdhnout vytyceného cile?

Na tuto otdzku se stdle neda jednoznacné odpovédét. VEtSina lidskych rozhodnuti je citové zabar-
vena, proto je velice obtizné matematicky popsat chovani agenta, ktery rozhodnuti Cini, a dostat tak
nejlepsi sadu rozhodnuti k dosaZeni vytyCeného cile. Také sloZitost a neurcitost feSeného problému
znacné komplikuje jednoznacnost odpovédi. Moderni teorie rozhodovani se vSak snazi tuto z4téZ z agenta
sejmout a ziskat tak soubor matematickych rovnic, jejichZ feSenim dostane optimélni rozhodovaci stra-
tegii zvanou politika. KdyZ se na problém pohliZi ¢ist€ matematicky, dd se pravdépodobnostné popsat
nejlepsi cesta k vyty¢enému cili. V této praci se vyuZivd markovsky rozhodovaci proces, ktery popisuje
systém pomoci stavi, ve kterych se nachazi, a akci, které jsou na systému vykondny. Akce, které jsou na
systému vykondny jsou vybirdny agentem, ktery svymi rozhodnutimi ovliviiuje uzavienou rozhodovaci
smycku. Uzavienou rozhodovaci smyckou se nazyva propojeni agenta s ndhodné reagujicim systémem.

Markovské rozhodovaci procesy jsou procesy, pti nichZ zaméfi-li se agent na urcity stav v Case a
zvoli-li na zdkladeé pozorovaného stavu akci, vyvola dva dasledky. Za prvé se systém posune do dalstho
stavu dle pfisluSného rozde€leni pravdépodobnosti stavi systému a za druhé obdrzi okamZitou ztratu.
Termin "okamzitd ztrata" l1ze vnimat jako vydej energie k vykondni akce a k posunu do dalsiho stavu
nebo jako cenu za vychyleni od Zddaného stavu. Prirozené je pro agenta nejlepsi, kdyz je tato vydana
energie nebo cena mald. Poté se systém nachdzi v dal§im stavu a agent m4 pfed sebou opét volbu akce.
Opakovanim stejného postupu se ziskd markovsky fetézec, ktery se dd pomoci uréitych matematickych
operaci optimalizovat. DileZitou vlastnosti markovského rozhodovaciho procesu je jeho nezavislost na
posloupnosti stavi a akcich minulych. Zavisi tedy pouze na pozorovaném stavu a akci, kterd je vykonana
prave v Case pozorovani.

To, do jakého stavu se systém posune, je dano rozdélenim pravdépodobnosti stavii systému. Toto
rozdéleni je ureno systémem a z Casti i okolnim svétem, ve kterém se systém vyskytuje.

7

Priklad Agent chce mit v dané mistnosti teplotu 25°C. Dand mistnost je systémem, stavy jsou
jednotlivé teploty, akce je otaceni kolecka topeni doprava/doleva a okolim svétem je redlné okoli
mistnosti. Bude-li tedy venku zima, bude potieba vice topit, otdcet koleCkem topeni doprava, aby
bylo v mistnosti dosazeno pozadované teploty. Bude-li ale naopak venku teplo, nebude potieba
topit viibec a preferovany stav nastane automaticky. Pravdépodobnostni rozd€len{ stavi systému,
je tedy ovlivnéno i okolim, ve kterém se systém vyskytuje.

Je také zjevné, Ze pro rizné systémy budou rozdéleni pravdépodobnosti riizné, a pro kazdy systém
bude volba tézZ akce ddvat rizné vysledky.

Rozhodovaci politika udavajici vybér akce je dalsi klicovy prvek markovského rozhodovaciho pro-
cesu. Pomoci nf lze ziskat nejlepsi cestu k vyty¢enému cili. Politiku konstruuje agent z modelu systému
a popisu preferenci. Model systému, ktery agentovi dava casteCnou znalost systému, vstupuje do uza-
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viené smycky zvn&jsku. Miize byt zadany pevné nebo se vyuZije bayesovského uceni, které odhaduje
model systému v kaZzdém Case uzaviené smycky. Model systému je pak v kazdém dal$im case pomoci
bayesovského uceni vylepSovan az do takové miry, Ze ma agent téméf Uplnou znalost systému. Diky této
znalosti je pak schopen nejlépe vybrat akci, kterd ho posune do preferovaného stavu. Preferovany stav
mus{ byt jednoznacné urcen a zadan zvnéjSku do uzaviené smycky. Oznacuje se jako "popis preferenci".

Tato uzaviena smycka je vykreslena na obrazku (Obrazek 1). St€Zejnim tkolem této prace je nalezeni

Okoli systému

Systém j

pozorovany
akce stav

Agent

Politika

——

Model systému

Popis preferenci

Obrédzek 1: Schéma uzaviené smycky

optimdlniho kvantitativniho popisu nedpln€ zadanych preferenci a k nému nalezeni optimélni politiky,
ktera bude minimalizovat ztraty.

Tato prace konkrétné k rozhodovani vyuZivd zobecnéni markovského rozhodovaciho procesu zvané
plné pravdépodobnostni nidvrh [8]. Tento ndvrh je vypocetné jednodussi a jeho dalsi vyhodou je, Ze k
zadavani preferenci vyuZiva tzv. idedini distribuci chovdni, ke které se pak snaZzi tu redlnou pribliZit.
Proto v plné pravdépodobnostnim ndvrhu do uzaviené smycky jako "popis preferenci" vstupuje idedln{
distribuce. Idedlni distribuce chovani ma vysoké hodnoty pravdépodobnosti vyskytu v Zddoucim stavu a
malé hodnoty pravdépodobnosti ve stavech neZaddoucich. Rozdil mezi témito dvéma distribucemi (idedln{
a realnou) se pomoci jednoduchych matematickych operaci minimalizuje, a tim se nalezne optimaln{
rozhodovaci politika.

Teorii k markovskym rozhodovacim procestim tato prace Cerpa z [16]. K feSeni rozhodovacich mar-
kovskych procesi se vyuziva dynamické programovéni, které je popsané v [1]. Pro zpfesnéni modelu
systému tato prace ddle vyuziva jiz zminéné bayesovské uceni, které je popsané v [7] a [15]. Teorie k
nalezeni optimdlni politiky v plné pravdépodobnostnim nédvrhu je erpand z [10].



Rozhodovaci procesy maji opravdu Siroké vyuZiti a teorie rozhodovani je jiZ na vysoké drovni. Stale
se ale potykd s problémem jednoznacného vyjadreni tplné preference. Jelikoz agent nemusi vZdy zcela
rozumét matematice rozhodovani, mtize formulovat protichiidné preference nebo preference, které ne-
musi byt v daném systému dosazitelné. Pak neni mozné zcela vyfeSit dany problém. MuzZe se vSak danym
preferencim pomoci optimalizace alespoii pfibliZit. Dal§im problémem je, Ze pfi pfidani dalsi preference
muZe mit rozhodovaci proces nékolik moznych feseni. Proto se vyuZziva zpétné vazby agenta, ktery roz-
hoduje, jestli mu vysledek vyhovuje, nebo chce pokracovat v ladéni parametrti k dosaZeni lepsich vy-
sledkl. Agent se béhem celého procesu navic rozhoduje, které z danych preferenci a feSeni bude upted-
nostnéno. Timto procesem se jiz zabyvalo mnoho ¢lanki napiiklad [3], [2] nebo [4]. Teorie rozhodovan{
a preference se v praxi vyuZziva i v medicing, tim se zabyval ¢lanek [13], kde se podle preferenci paci-
enta, 1ékar rozhoduje o moznosti 1écby. Ddle se teorie rozhodovani a preference vyuziva ve skupinovém
rozhodovani [14], [5].

Tato prace se vSak nejvice opira o ¢lanek [9], kde se rozhodovaci proces s agentovymi preferencemi
fesi pomoci plné pravdépodobnostniho ndvrhu, jehoZ vyhody jsem jiZ zminila vyse. PIné pravdépodob-
nostni navrh spole¢né s odhadovanim modelu systému bayesovskym ucenim sam o sobé optimalizuje
cely rozhodovaci proces. Zachdzi s neldplnym popisem agentovych preferenci 1épe, nebot’ kromé nich
respektuje i model systému. To je hlavni pfinos oproti ¢lankiim zminénym vyse, které k vylepseni vy-
sledkl vyuzivaji jen zpétnou vazbu agenta.

Popis preferenci je inspirovdn vypoctem idedlnich pravdépodobnosti z ¢lanku [9]. AvSak ma prace
pfinasi nékolik vylepsSeni této teorie. Prvnim vylepSenim je pfidan{ preference na akce. Agent miZze mit
naptiklad preference malych akci kviili vydani mensi energie na vykonan{ akce. Tato preference se vSak
nemusi vZdy sluCovat s nejcetnéjSim vyskytem v preferovaném stavu, proto se zde vyuZzivd zpétné vazby
agenta k ladéni parametrd pro dosazeni nejlepsiho vysledku, jako je tomu v ¢lancich zminénych vyse.
Druhym vylepSenim je vypocet idedlntho modelu okoli obecnéjsi metodou. MnoZina feSeni idedlu z [9]
miZze byt v diskrétnim svété prazdnd a navrZena obecnéjsi metoda nalezne feSeni vzdy.

V prvni kapitole této prace predstavuji matematické nastroje, které dale pouzivam. Ve druhé kapitole
se zamé&fuji na hleddni optimdlniho idedlu a navrhuji zde moZn4 vylepSeni. Tteti kapitola obsahuje expe-
rimentaln{ ¢ast, kterd ovéruje prinos vylepSené teorie z druhé kapitoly. V posledni kapitole jsou shrnuty
dosazené vysledky s hlavnimi pfinosy price a zminény sméry dal$iho vyzkumu.



Kapitola 1

Matematické nastroje

V této kapitole je shrnuta teorie, o kterou se prace opira.

pojem znaceni
pfirozena Cisla N

mnozina prvki m M

m nalezi do mnoziny M | me M

stredni hodnota E
pravdépodobnost jevu x | p(x)

argument maxima argmax g f(x)
mohutnost mnoZiny M | M|

skalarni soucin <>

Tabulka 1.1: Znaceni

e Podminénd hustota pravdépodobnosti p(x|y) veliCiny x za podminky, Ze nastalo y je definovana

pomoci sdruZené p(x, y) a margindlni hustoty p(y) vztahem p(xly) = % pro p(y) > 0.

° Iv{etézovym pravidlem pro dva ndhodné jevy x,y se rozumi rovnost p(x,y) = p(xly)p(y), coZ je
vlastné jen jiné vyjadieni podminéné pravdépodobnosti.

e Argument maxima je definovdn jako argmax, o f(x) = {x | x e MAVy e M : f(y) < f(x)}.
Obdobné pro argument minima.

Tato prace vétSinou uvazuje pouze diskrétni hodnoty x, y, pak hustoty pravdépodobnosti splyvaji s prav-
dépodobnostmi.

Definice 1. Jsou-li p, q dvé hustoty pravdépodobnosti nad mnoZinou X, pak se jejich blizkost vyjadiuje
pomoci Kullback-Leiblerovy (KL) divergence [12]

Dpllg)= Y peoin 2 (L.

= q(x)

a D > 0 pro vSechna f,q. Rovnost D(p || q) = 0 nastdvd prdvé tehdy, kdyz p = q skoro vsude na X.
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Véta 1. Necht’ jsou ddny hustoty pravdépodobnosti na spocetné mnoZiné stavii S tj. f(s),g(s) = 0 pro
vSechna s € S a Y4 f(5) = 1, Y ges 9(5) = 1. Pak minimalizace

r;%isr)lz £(s) 1n($) 1.2)
sES

md TeSeni g(s) = f(s) na S..

Diikaz. Minimum se nalezne pomoci vySetfeni extrému funkce s vazebni podminkou ;g g(s) = 1.

1
L= ; £(s) ln(m) + /l; 4(s). (13)

Derivace L podle g(s) je rovna

g(s) = —. (1.4)

Druh4 derivace je pak

£
g-(s)
Po secteni (1.4) a po dosazeni podminky Y g g(s) = 1 do (1.4)

1= Z g(S) - ZseS/lf(S)’

seS
podle predpokladu i }’ g f(s) =1
1 = M — l =1=1.
A A
Po zpétném dosazeni A = 1 do (1.4)
f(s) = g(s),
¢imz je véta dokdzéna. O
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1.1 Diskrétni markovsky rozhodovaci proces

Definice 2. Diskrétni markovsky rozhodovaci proces (MRP) je definovdn usporddanou pétict
{T;S,A, p, z} a politikou nt, kde:

o T oznacuje diskrétni konecny soubor rozhodovacich epoch T = {0,1,2,---,|T|}, |T|le N
o S oznacuje diskrétni konecnou mnoZinu mozZnych stavii systému S = {s1, s2,--+, Sy}, n € N
o A oznacuje diskrétni konecny soubor moznych akci A = {ay,an,- - ,an}, m € N

® p je markovskd pravdépodobnostni funkce prechodu, kde p(5 | a, s) = 0.
Plati Y scs p(5 1 a,s) = 1apiS|a,s,v)=p@i|as)proVseS, YaeA, kdev eV jsou
dalsi minuld pozorovdni.

e 7 je redlnd pravdépodobnostni funkce ztrdt z = z(5,a, s), kde §,s € S, a € A.
Funkce ztrdt hodnoti cestu ze stavu s pomoci akce a do stavu §.

o Politika m; je posloupnost pravdépodobnostni n(a | s), akci a = a; podminénych stavy

s =581, kdes €S, acA,t<t<|T|= h, nazyvanych rozhodovaci pravidla a splriujicich
m(a|ls)y=0acan(als)=1proVYaecA, Vs eS.

. J

Rovnost p(5 | a,s,v) = p(§ | a,s) vystihuje, Ze pravdépodobnost vyskytu stavu § nezavisi na po-
sloupnosti stavli minulych, ale pouze na pozorovaném stavu a na zvolené akci. Proto je mozné divat se
na jednotlivé vyvoje do dalSich stavi individudlné jen na zakladé stavu, ktery je pozorovan, a akce, ktera
je pro tento stav zvolena. Pokud markovsky rozhodovaci proces zdvisi na Case, jeho pravdépodobnostni
funkce pfechodu je rovna p(§ | s,a) = p(s; = § | a; = a, s;-1 = s), kde s,_1 je stav predesly, a, je akce
vykonand agentem a s; je novy stav.

Dal$im pojmem je oCekdvand ztrita, kterd pred uZitim akce a ve stavu s ¢iselné ohodnoti "sprav-
nost" vybéru akce. Ocekdvana ztrata je definovana jako

Elzla sl = ) 2(5,a,9p( | a,s). (1.5)

5eS

Funkci ztrat 1ze fyzikdlné vnimat jako cenu odchylky stavu § a jeho zmény § — s od hodnot Zadanych a
také jako mnozstvi energie, které je potfeba vydat k presunu do dal$iho stavu. Pfirozené je nejvyhodné;si,
aby odchylky byly co nejmensi a vydana energie co nejmensi. Je tedy potfeba volit takové akce, které
budou minimalizovat ocekdvanou ztritu. Volba akce musi v§ak byt ¢inéna pfed pozorovanim stavu §,
takZe je potieba najit politiku, kterd budu vybirat akce s nejmensi ocekdvanou ztratou. K nalezeni takové

~sooz

politiky se vyuZzivd dynamické programovani.

1.2 Dynamické programovani

Nalezeni optimdlni politiky je sloZity problém, ktery nelze feSit standardni minimalizaci ztratové
funkce, jelikoZ je cely markovsky proces provazany zavislostmi (na stavu minulém a zvolené akci) a
navic je cely proces ndhodny, takze ddsledky akce a ve stavu s Ize popsat nejvyse pravdépodobnostné.

vvvvvv

movani, které tyto vlastnosti a pozadavky respektuje.
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Dynamické programovéni je obecné metodou pro feSeni sloZitého problému jeho rozdélenim na
mensi podproblémy. V piipadé markovského rozhodovaciho procesu se vSak dynamické programovan{
vyuziva od konce, predev§im pro zaji§téni toho, Ze pro volbu akce je moZno uZit jen pozorovany stav
nikoliv stav budouci. Zacina se ve stavu, do kterého se chce agent dostat a poté se postupnymi vypocty
vraci zpét do stavil predeslych tak, aby celkova ocekdvana ztrita byla co nejmensi.

Matematicky Ize tuto minimalizaci definovat pomoci pojmu funkce hodnoty politiky [1].

Definice 3. Necht’ je din M = (T;S,A, p,z) MRP s politikou n;, € Il,, pak jsou hodnoty funkce politiky
gof’ :S > R, Vr, € I, YVt € T\{h}, kde h = |T|e N se nazyvd horizont a je to ¢as pozorovdni konecného
stavu, definované jako
G =EL D asranse) | s = s, (1.6)
h>t>t,7eT
kde s;,s.—1 € S predstavuji stavy systému v 7,7 — 1 Casovych epochdch, s € S je stav, pro ktery se
vypocitdvd hodnota politiky m a a, je zvolend akce.

Funkce ¢7" je tedy ofekdvanou hodnotou funkce kumulovanych ztrdt stavu s € S v éase r € T s
politikou ;. OCekavanou ztratu je nutné zvolit na zacatku celého procesu a zadat ji zvenci do uzaviené
smycky spolu jako "popis preferenci” (Obrazek 1). Pro ziskan{i optimdln{ politiky tudiZ staci nalézt pouze
optimdlni hodnoty této funkce a poté pro kazdy stav zvolit rozhodovaci pravidlo, které vybere akci a,
ktera zaru¢i dosazeni minima v rovnici (1.6). Optimalni{ politikou je potom argument minima optimaln{
hodnoty této funkce

70 = argmin @7 (9). 1.7

Véta 2. Necht’ je din M = (T,S,A, p, z), MRP, pak se optimdlni hodnota funkce (p?(s) = MiNg,cq, gof’(s)
vypocitd rekurzivné Yt € T\{h} pomoci vzorce

¢/(s) = min E[2(5,a,5) + ¢, (9) | a. 5], (1.8)

s predpokladem, Ze g02 = 0, coZ vyplyvd z (Definice 3). Optimdlni politika ﬂ'?, jako argument minima, je
soustredéna na minimalizujicich argumentech v rovnici (1.8).

Dtikaz tohoto tvrzeni je mozné nalézt v [17].

1.3 PIné pravdépodobnostni navrh

Jak je jiz zminéno vySe, standardni feSeni MRP je zaloZeno na optimalizaci ocekdvané hodnoty
ztratové funkce. Je zdkladem vétSiny systematickych feSeni rozhodovacich tloh. M4 vSak riznd omezeni
(napf. vypocetni sloZitost i obtiZznost kombinace dil¢ich preferenci). Proto se hledala jind alternativa a
byl navrZen plné pravdépodobnostni navrh (PPN) [6, 11].

PPN je z hlediska této prace vypocetné méné narocny a jeho hlavni vyhodou je, Ze zavadi tzv. idedini
distribuci chovdni, ktera odrazi agentovy preference a ke které se snazi redlné distribuce chovani priblizit.
Tento ndvrh se totiz opird o fakt, Ze minimalizace ztritové funkce se d4 chdpat jako pokus ovlivnit
(pravdépodobnostni) distribuci proménnych uzaviené smycky.

Byla tedy zavedena idedlni distribuce chovéni uzaviené smycky, kterd pfifazuje vysoké hodnoty
pravdépodobnosti pozadovanému a nizké hodnoty pravdépodobnosti neZddoucimu chovani. K pfiblizen{
hodnot distribuci idedlniho a redlného chovani uzaviené smycky se vyuZiva minimalizace Kullback-
Leiblerovy divergence, kterd je definovana vyse (Definice 1).
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vsoo2

Analogicky s MRP vyuZivd PPN pravdépodobnostni funkci pfechodu a politiku. Jak je jiZ feceno,
k nalezeni optimalni politiky vS§ak nevyuziva funkci ztrat, ale minimalizaci KL divergence, kterd pfi-
bliZzuje idedln{ distribuci chovdni k redlné distribuci chovéni. Politika je pak argumentem minima této
divergence.

Idedln{ distribuci je opét nutné agentovi zadat zvenci stejné jako ztratovou funkci (Obrézek 1). Sté-
Zejnim ukolem této prace je nalezeni optimdlni idedlni distribuce chovéni, kterd by co nejlépe respek-
tovala nedplné a neformélné popsané preference, nisledné nasla optimdlni politiku a demonstrovala jeji
vlastnosti experimentalné.

Nynfi je potieba tuto myslenku popsat vice matematicky. Agent voli akce a, € A, t € T, které ovliviiuji
posunuti systému ze stavu s;_; € S do stavu s; € S. Soubor vybranych akci a stavi do daného horizontu

h € N, popisujici chovani uzaviené smycky (agent-prostfedi), je definovan
b = (so,ai, s1,az, $2, ..., an, sp) € B. (1.9)

Vybér akce a; je ddn rozhodovaci politikou agenta m € II sklddajici se z posloupnosti rozhodovacich
pravidel

n = (n(ay | so),m(az | s1),....7w(an | sp-1))- (1.10)
Chovani uzaviené smycky je pak plné popsdno pomoci hustoty pravdépodobnosti ¢ (b) zavisejici na .
Pomoci fetézového pravidla 1ze hustotu pravdépodobnosti zapsat takto

") = [ | plsi 1 @ syt | si-)p(so), (1.11)

teT

kde hustota pravdépodobnosti p(s; | a;, s;—1) popisuje dynamiku systému a m(a, | s,—1) je ndhodné rozho-
dovaci pravidlo. Posloupnost hustot pravdépodobnosti

p = (p(s1 | ai, s0), p(s2 | az, 1), ..., p(sn | an, Sp-1)) (1.12)

tvofi znamy a pevny model systému. Jak je jiZ zminéno vyse, distribuce chovani uzaviené smycky ¢”(b)
je potieba co nejbliZe pribliZit idedln{ distribuci chovani uzaviené smycky, dané vztahem

) = | Pt L si-nmitar | si-0p!(so). (1.13)
teT

Podobné jako v piipadé ¢™(b), je p'(s; | as, s;—1) idedlni model systému, reprezentujici dynamiku ide4l-
niho systému, a 7'(a; | s;-1) je idedlni rozhodovaci pravidlo. Hodnoty téchto dvou uzavfenych smycek
Ize pribliZit pomoci minimalizace Kullback-Leiblerovy divergence, jak je jiz zminéno vyse. Optimaln{
hodnota rozhodovaci politiky je pak ddna

7° € Arg min D(c"||c)) (1.14)

c"(b) )
ci(b)”

D(c™||c") = Z c"(b)In

beB

Véta 3. Rozhodovaci pravidla tvoFici optimdlni rozhodovaci politiku n° se vypocitaji pomoci vzorce
p 14 p yp i p

exp[—d(as, si-1)]
Y(si-1)

7%ay | si-1) = 7'(ay | si-1) (1.15)
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kde

S | az, Si—
d(ay, si-1) = Zp(st | ar, St—l)ln[ il Z L4 5-1)
5e8 Y(sop'(s: | az, Si-1) (1.16)

Y(si) = ). wa; | sir) expl—d(a, s,
a,€A
t=hh-1,...,1
Zpétnd rekurze zacind v y(sp) = 1 > y(s;), Vt € T. DosaZené minimum je

min D(c™Ic") = = In(y(s0)). (1.17)

Hodnota funkce — In(y(s;—1)) je omezend shora
~In(y(s;-1)) < = In(¥(s))

Y(si) = ) witar | si1)expl-d'(ap, s,1)], (1.18)
a,€A

kde
d'(a, s-1) = ) plsi | @i, 51 In

51€S

Pi(st | as, S1-1)

Dtikaz je k nalezeni v [10].

1.4 Bayesovské uceni

Navrh optimalni politiky pfedpokldadéd znalost modelu systému, viz Obrdzek 1 a Véta 2 ¢i Véta 3.
Prvotni pfedstavy o tomto modelu mohou byt v pribéhu rozhodovani zlepSeny ucenim. Uceni vylepSuje
model systému za pomoci statistiky V, vicerozmérné funkce namétenych dat, v zavislosti na naméfenych
datech. Tato statistika uchovava vyskyty systému ve stavu §, za volby akce a a vyskytu systému ve stavu
s v prede§lém kroku. Je ziejmé, Ze po kazdém vyskytu v (5, a, s) se pravdépodobnost, Ze se opét systém
vyskytne v (3, a, 5), ZvySuje.

Jinymi slovy, ¢im vicekrat se systém posune konkrétné ze stavu s do stavu § za volby akce a, tim
vétsi bude pravdépodobnost, Ze se opét systém ze stavu s posune do stavu § za volby akce a.

Véta 4. Necht’ je ddna pocdtecni hodnota funkce V, Vo > 0, a necht’ s;, a;, s;—1 jsou konkrétni namérené
hodnoty v case t € T. Poté je v kaidém case t € T vypocitdna hodnota statistiky V,, takto

N Viei(§la,s)  (3,a,s) # (1, az, 51-1)
Vi§|a,s) = - B 1.19
(§la.s) { Vi la,s)+ 1 Gra,s) = (50 an 1) (119
kde s;,5,-1 € S,a € A.
A model systému je ddn vzorcem
- - V(5| a,s)
p(Sla,s)=piEla,s,V=V_)= (1.20)

Yses V(5 la,s)

Podrobna konstrukce tohoto tvrzeni je k nalezeni v [7] a [15].
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Kapitola 2

Hledani optimalniho idealu

V této kapitole se hleda optimaln{ idealni distribuce chovani uzaviené smycky, ktera reflektuje agen-
tovy preference. Jak je jiZ popsano vySe, PPN vyuzivd KL divergenci distribuce popisujici redlné cho-
vani k distribuci idedlni pro nalezeni optimalni politiky. Hodnota idealni pravdépodobnosti prechodu do
preferovaného stavu by tedy méla byt nejvyssi avSak ne rovna 1. V PPN je totiZ nutné i nezddoucim
staviim pfifadit néjakou malou nenulovou hodnotu pravdépodobnosti prechodu. Kdyby totiZ byla hod-
nota pravdépodobnosti prechodu rovna 1, byla by idedlni distribuce chovéini deterministickd. Nebylo by
pak mozné redlnou distribuci chovani k té idedlni pfibliZit a politika nalezena pomoci PPN by nebyla
optimdlni. Otdzkou ale stéle zlistava, jaké hodnoty konkrétné volit pro ideélni distribuci. Teorie popsana
v této kapitole je Cerpana z [9].

Predpoklada se, Ze netplné zadany popis preferenci vymezuje viceprvkovou mnoZinu

Ci= {c"(b)}, 2.1)

kde ¢’ je hustota pravdépodobnosti popisujici chovéni b € B idedlni uzaviené smycky.
Optimdln{ idedlni distribuce chovani uzaviené smycky je pak ziskand minimalizaci minim (1.14) pfes
C':

cf) € Arg min min D(c¢"||c"). 2.2)

cieCt mell

Pomoci fetézového pravidla Ize opét ¢, zapsat jako

cj®) = [ | phsi | au, si-nymiyar | sio). (2.3)
teT

Proto miiZe byt a je optimalizace cf) provedena pomoci optimalniho idedlniho modelu systému pé a
optimdlniho ideédlniho rozhodovaciho pravidla 71'6. Rovnice (1.17), (1.18), (2.2) implikuji

c{, € Argmin min D(c"||c') = Arg min[—In(y(s0))] < Arg min[— In((so))]. (2.4)
cieCt mell cieC’ ceC'

Minimalizace [ In(y(sg))] pfes ct je vétSinou nedosazitelnd, zato Arg min i ci[— In(y(s0))] 1ze vypocitat

analyticky. Aproximace modelu optimdln{ idealni uzaviené smycky je tedy nalezena pomoci minimali-

zace hornf hranice. JelikoZ je ale tato minimalizace pes ¢ = p'n’ formélné identickd pro viechny Casy

t € T a vSechny stavy s,_1, Ize potlacit oznaceni Casu ¢ a stavu s,—1 a tuto minimalizaci vyjadfit obecné

jako

¢l € Arg min[-In(y")]. (2.5)
ceC!
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Tato minimalizace je ekvivalentni maximalizaci y' v (1.18) pfes (2.1). Proto pro c/(s,a) = p'(s | a)n'(a)
a d'(a) definovaném v (1.18) je

06 = péﬂ'g € Arg max max_Z '(a) exp[-d'(a)]|. (2.6)
pept | mell Gy

Optimalni cé je pak nalezeno pies dvé maximalizace (pfes 7’ a p').

2.1 Optimalizace pres 7'

Pro optimalizaci pies 7' je nutno specifikovat mnoZinu IT’ idedlnich rozhodovacich pravidel tak, aby
dodrzovaly agentovy preference.

Nosi¢ pripustnych rozhodovacich pravidel je supp[n] = {a : n(a) > 0} € A. Tvar optimdlniho
rozhodovaciho pravidla 7° (1.15) implikuje supp[x] C [7']. PPN piifazuje nenulovou pravdépodobnost

v§em moznym akcim v supp[n‘]. Proto mus{ idedlni rozhodovaci pravidlo spliiovat
Adelll ={x: supp[ni] =A}L 2.7
Pro dané p' Ize rovnici maximalizace (2.6) piepsat takto

mielll mielll

maxy' = max Z ' (a) exp(—d'(a))
acA (28)

p(s|a) )

di(a) = Zp(s | a) 1n(pl.(s ¥

seS

Nutnou podminkou smysluplnosti maximalizace (2.8) je ziejmé kone¢nost d'(a). Optimalizované ' vstu-
puje do ' linedrné. Kdyby bylo 7/ maximalizovano bez omezeni, pak by se rozhodovaci pravidlo 716 sou-
stied’ovalo kolem hodnoty akce rovné arg min,eca d'(a), ale takové rozhodovaci pravidlo by nespliiovalo
(2.7). Proto musi byt zavedeno omezeni.

Véta 5. Necht’ A je podmnoZina konecné dimenziondlniho redlného prostoru a n je hustota pravdépo-
dobnosti na A. Definujeme

k= 1 Al < o0
"o MAl=w
Pak plati
k= Z 71'2(0) — n(a) je deterministické. 2.9

acA

Tud{z dodate¢nd podminka na ' zabraiujici rovnosti (2.9) umozni, aby 7r6 maximalizujici ¥ bylo z
(2.7). Nasledujici véta vyuZivd indikdtoru

1 A
xa(a) ={ 0 Z;A (2.10)
Véta 6. Necht’ ¢la
i psia
d'@= ) pis| a)ln(pl.(s o)< .11

seS
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To je ekvivalentni implikaci '
p(slay=0= p(s|a)=0nas, (2.12)

coZ vyplyvd z viastnosti KL divergence.
Pak 7r6 maximalizujici y' z (2.8) pres TN (2.7), parametrizované » € (0, k),

' = {7'(a) : Z(ni)z(a) <x <k (2.13)
acA

md tvar . ‘
g o« xa(a) exp[-d'(a)]. (2.14)

Takto optimalizované idedlni rozhodovaci pravidlo md supp[n'] = A, a tudi? splituje (2.7).

Dikazy téchto tvrzeni jsou k nalezeni v [9], odkud jsem Cerpala i danou teorii.

2.2 Optimalizace pies p'

Pozadavek (2.13) na 7' je dost obecny, ostatni preference mohou byt vice z4vislé na jednotlivych
piipadech.

Citovana price [9] vyjadiuje agentovy preference /,-vektorovou funkci ¢(s,a), s € S,a € A. Tato
funkce definuje omezeni na momenty chovéni v obvodu tvofeném danym modelem systému a idedlnim
rozhodovacim pravidlem

0=>"> q(s,a)p(s | a)yr'(a), (2.15)

acA seS

kde p(s | a) je pevny model systému a n' idedlni rozhodovaci pravidlo. Pevny stav s;_; v podmince je
zde stdle potlacen. Po dosazeni optimélniho rozhodovaciho pravidla 7r6 (2.14) do (2.15) vznika omezeni
na idedlni model systému p’

0= Z Zq(s,a)p(s | @) X exp |- Zp(g | a)ln(M) : (2.16)

1‘ ~
acA seS seS P (S | a)

Typicky je agentova preference vyjddiena funkci g(s,a) = s — s', tj. je poZadovano, aby se stav s € S
stabilizoval v preferovaném stavu s’ € S.

Véta 7. Necht' je sada idedlnich uzavienych smycek C' = (IV, P') ddna (2.13), (2.11), (2.15) neprdzdnd."
Pak pf)(s | @) maximalizujici y' (2.8) pres (pi,ng) € C' je (’ je transpozice)

p(s | a) exp(A'q(s, a))
Yses P(s | a)exp(Xq(s, @)’

p(sla)= (2.17)

kde l,-vektor A je takovy, aby platilo (2.16).

Dtikaz tvrzeni je opét k nalezeni v [9].

'Existence p' spliiujici (2.12), (2.16) garantuje neprazdnost
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2.3 Optimalni ¢

Optimaln{ idedlni uzaviend smycka cf) maximalizujici y' (2.8) a tim padem minimalizujici horni
hranici hodnoty funkce (1.18) pfes sadu idedlnich uzavienych smycek C! definovanou (2.11), (2.13),
(2.15) je

¢l (s,a) = pi(s | @)y (@) p(s | a) expld'q(s, a)] X xal@) exp[Yses A'q(s, a)p(s | a)]
O T RO B es p(s T @) explAg(s, )] Syes P(s [ @) explVg(s, @)

(2.18)

l4-vektor A v (2.18) je feSenim rovnice

0=>" > q(s,ap(s | ayry(a).

acA seS

Resitelnost této rovnice se predpoklada. Tento piedpoklad je splnitelny pro spojité stavy a akce,
avSak Casto porusen v piipadé uvazovanych diskrétnich stavl a akci. Tento problém je feSen v (sekce
2.5). Navrzené obecnéjsi feseni je jednim z pfinosi této prace.

2.4 Pridani preference na akce

Optimalizace idedlniho rozhodovaciho pravidla, kterd je uvedena vyse, sice maximalizuje 7', ale
nezahrnuje Zadnou preferenci na hodnoty akce. Proto je Zadouci pridat jest¢ dodateCnou podminku na
volbu @ € A. Jednou z téchto preferenci je napfiklad volba malych @ € A nebo naopak volba velkych
a. Agent miZe preferovat mensi akce predevsim kvili vynaloZeni mensi energie volbou mensich akei k
posunu do dal§iho stavu. Tuto preferenci vysvétlim na trividlnim piikladu pro lepsi pochopeni.

7

Priklad V zimé agent preferuje v mistnosti vysokou teplotu (preference stavu), ale nechce pfilis
topit (preference akce).

Kdyby méla byt splnéna preference "nechci prilis topit" bez omezeni, pak by se také mohlo stat,
Ze by se netopilo viibec, tim by ale nebyla splnéna preference stavu "chci vysokou teplotu”. Proto
je zapotrebi preferenci ohodnotit vahou, kterd bude vyjadiovat, jak moc tuto preferenci agent
vyZaduje s ohledem na preferenci stavu.

Intuitivné by agentova preference na akce méla byt vyjadiena néjakou funkei akci, kterd by vyjadto-
vala danou preferenci, a vadhou, coZ by byl kladny parametr, ktery by porovnaval, jak moc agent vyZaduje
danou preferenci s ohledem na preferenci stavu. Parametr vahy se oznaéi w a bude spliiovat 0 < w < 1.
Funkce vyjadrujici preferenci se oznaci ¢(a). Funkce ¢(a) v této praci vyjadiuje preferenci co nejmensich
aked.

Pro maximalizaci y/, a také z diivodu feSen{ tohoto problému na bazi pravdépodobnosti, je ale nutné
udrZet celou idedlni hustotu pravdépodobnosti kladnou, proto se zdd jako nejlep$i vyjadfit ji pomoci
exponencidly. Idedlni rozhodovaci pravidlo s pfidanou preferenci na akce je pak tvaru

m'(a) o 7'(a) exp(—wp(a)) (2.19)
a maximalizace ¥’ vypad4 takto
i_ ~1 i
maxy' = max " '(a) exp(—d'(a) — wi(a)). (2.20)
alell! alell! A
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Pro preferenci co nejmensich akci funkce ¢(a) prifazuje malé kladné hodnoty poZadovanym a velké
kladné hodnoty nezadoucim akcim, jelikoZ budou nejcastéji vybirdany akce s malou funkéni hodnotou
¢(a) z divodu maximalizace exp(—w¢(a)). Na prvni pohled je vidét, Ze se jedna o kladnou funkci, ktera
je velmi podobna (2.8). Proto bude i volba podminek velmi podobna piredchozimu feSeni optimalizace
nt.

Hodnota k bude totozna jako v (2.9) a pro splnéni (2.7) se opét vyuzije indikator ya(a) z (2.10).
Poslednim poZadavkem pro nalezeni optima je konecnost argumentu exponencidly. Jak uZ je uvedeno
vyse (2.11), d'(a) je omezenou funkci (0 < d'(a) < o). Zbyvi tedy uréit podminky pro volbu we(a).

w je zde pouze kladnd konstanta mezi 0 a 1, takZe podminky sméfuji pouze na ¢(a). ¢(a) musi byt
zvolena konecnd ¢(a) < oo a zdrovenl musi byt splnéno (2.7). Proto je nutné, aby byla ¢(a) definovana
pro vSechna a € A.

Véta 8. Necht’ jsou spinény stejné podminky (2.8), (2.9), (2.10), (2.11), (2.13) jako pro optimalizaci 716
(2.14) a ddle at’ 0 < w < 1 je parametr vdhy, (pro w = 0 feSeni splyvd s (2.14)) a necht’ funkce akci
spliiuje 0 < ¢(a) < oo a je definovand Va € A.

Pak je optimdlni rozhodovaci pravidlo tvaru

7l o< Xaea(@) exp(~=d'(a) — wp(a)). (221

Diikaz. Jako v pfedchozi optimalizaci ekvivalence konecnosti d'(a) (2.11) a implikace (2.12) vychdzi
z vlastnosti KL divergence. Diky indikatoru y,ea(a) a (2.12) je idedlni rozhodovaci pravidlo z (2.7).
Bez omezeni dosshne 7' exp(—wd(a)) maximalizujici ¥ hranici k (2.9). Za pomoci omezeni (2.13) je
dosazeno pouze hranice

Z (7 exp(—w¢(a)))2 (@) =x € (0,1). (2.22)

acA

Poté diky koneénosti d'(a), kladnosti exp[—d'(a)] a omezujicich podminek na ¢(a), je

B= (vaesl@expl-d'@)]) (223)

acA

kladn4 a kone¢nd. Pak normované y’

Yaca T (@)xaea (@) exp[=d'(a) — wg(a)]

N

miiZe byt maximalizovdno misto plivodniho y*. Maximalizované (2.24) je skaldrnim sou¢inem funkcf
7' exp[—wd(a)] a xaea exp[—d'(a))] délenym soudinem jejich norem.

(2.24)

- <ﬁ’exp[—w¢(a)] Xaea exp[=d'(@)] > (2.25)

I expl-wi (@< V& Vi llraea expl=d(@)]l

Hodnota (2.24) je kosinus thlu mezi témito dvéma funkcemi. Z ¢ehoZ vyplyva, Ze tato hodnota bude
maximélni, pokud funkce budou kolineédrni. CoZ vyjadiuje (2.21) O
2.5 Obecnéjsi optimalizace p’

Optimalizace p' za podminky na momenty (2.15), kterd byla sestrojena pivodné pro spojité stavy a
akce, se bohuzel pro diskrétni stavy a akce nehodi. V diskrétnim svété mizZe byt mnoZina feSeni Casto
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prazdna. Neprazdnost mnozZiny feSeni tedy neni v diskrétnim svété garantovana a je poteba nalézt obec-
n&jsf formulaci optimalizace p'.

Obecn4 optimalizace idedlntho modelu systému vychézi z podminky maximalizace y* (2.8). Dile se
pozaduje, aby optimalni idedlni model systému vystihoval agentovy preference. JelikoZ zejména model
systému urcuje vyskyt systému v dal$im stavu, je nutné, aby pravdépodobnost dosaZeni preferovaného
stavu s' € S byla vétsi nebo rovna pravdépodobnosti dosaZeni stavu jiného. To vyjadiuje podminka

PG’ la) 2 plsta) (2.26)
pro vSechna s € S a pro a € A pevné.

Véta 9. Necht' je dina sada uzavienych smycek C' = (II', P') a necht’ s* oznacuje preferovany stav. Pak
pf)(s | @) maximalizujici y' (2.8) pies (pi,ng) € C' za podminky p(s' | a) > p(s | a), je rovno

pi(sla) = p(s|a), 2.27)

pokud (2.27) spliiuje (2.26) pro pevné dané a € A, Vs € S.
Jinak pokud existuje § takové, Ze p(5 | a) > p(s' | a), pak

iedi oy p(s|a)
pisla)= T T p(s|a)— p(st|a) (2.28)
apros # st o
i _1=p'(s'la)
p(sla)= ——————p(s|a). (2.29)
1 - p(s'|a)

Diikaz. Tato optimalizace vychazi z poZzadavku maximalizace

D m@expl-d(@],

acA

kde se po dosazeni optimdlniho idedlniho rozhodovaciho pravidla
75 = xa(@) exp[~d'(a)],

ziska

max Z){A(a) exp[—2di(a)].
P! acA

Aby byla tato funkce maximalni, je potfeba volit d’(a) (2.8) minimdln{

PN _ p(s|a)
d'(a) = ;pu | “)1“(pi(s | a)),

a to za podminky (2.27) o _
p'(s'la) = p'(s | a),

Vs eS.
Z této podminky hned jednoduse vyplyv4, Ze pokud pro model systému plati, Ze p(s' | a) > p(s | a)
pro pevné dané a € A a Vs € S, pak staci idedlni model systému poloZzit roven

p'(sla) = p(s|a).
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Pokud ale existuje § takové, Ze p(5 | a) > p(s' | a) je nutno pokracovat ddle v minimalizaci. Pro
zjednoduseni se oznaci pi(si | @) = a.

Jelikoz minimalizace d'(a) v a nezdvisi na Citateli v argumentu logaritmu, je Citatel argumentu loga-
ritmu vzhledem k « konstantni, 1ze oznacit }’ g p(s | @) In(p(s | a)) = C.

Diéle pomoci jednoduchych matematickych operaci

1 ~ ; 1 ~
oy a)ln(pl.(s | a)) +C = p(s' | a)ln(a) + Zp(s | a)ln(m) +C =
seS s#st T-a

(s | @) 1 (2.30)

i i i ~

—p(s' @) Ina — (1= p(s' | @) In(1 - @) + (1 = p(s' | @) Z 1D 1“(pi<s|a>) C.

s#s! I-a
Suma
1
p(s | fl) ln( : )
LT-p(sla) ‘P
1-a
je minimdlni, pokud
i
pisla) _ p(SIa), 2.31)
1-p(st|a) -«
Vs €S\ {s'}, jak plyne z (Véta 1).
Po vyjadieni p'(s | a) z (2.31) a po dosazeni do (2.27) se ziskd omezeni pro a
1 -

15q3 LZOPEIO (2.32)

1-p(si|a)

Vs € S\ {s'}. Hodnoty @ = 1 a @ = 0 nejsou optimalni, jelikoZ idedlni model systému nesmi byt
deterministicky, posun do kazdého stavu musi mit nenulovou pravdépodobnost.
Podminky na «a jsou @ € (0, 1) a soucasné z (2.32) plyne

> psla) (2.33)
1+ p(sla) - p(s'la)
Nejdrive se provede minimalizace (2.30) bez omezeni.

0 . 1 , -

oo it @)= = (1= ps' | @) 7— =0
Za podminek @ # 1 a @ # 0 lze rovnici vyndsobit —a(1 — a).

p(s @)1 =) = (1= p(s' | @))a = 0,
pak @ = p(si | a).
JelikoZ je druhd derivace nezdporna
g o : 1
o PG (1-pGs' | a))m >0,
p(sla)

nastdva v bod¢ @ minimum. Takové « sice lezi v intervalu (0, 1), ale nespliiuje @ >
Omezeni tedy musi byt aktivni a v podmince (2.33) nastane rovnost.

Z toho vyplyv4, Ze pokud pro pevné a € A existuje § takové, Ze p(5 | a) > p(s' | a) minimum d'(a)
nastava v bode

L+p(sla)=p(s'la) "
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a:pi(sila):max pis1a) -
seS 1+ p(s|a)— p(s'|a)

apros' # s, s €S se idedl vypocitd z (2.31) jako

: 1-pi(s’| a)
L —
Psla) == mp(s la)
Timto byly obé hodnoty @ pro minimum vypocitdny a véta tak byla dokdzana. O

Tato optimalizace ma vzdy feSeni a je tak obecnd, Ze lze analogicky vyuZit jak v diskrétnim, tak
spojitém svété.
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Kapitola 3

Experimenty

V této kapitole je n¢kolik experimentalnich uloh, které ilustruji teorii popsanou vySe. Experimenty
jsou rozdéleny do dvou skupin. Prvni se zabyva vlivem ueni modelu systému a druhd optimalizovanym
idedlem. Tyto ulohy maji za kol porovnat pevné dané hodnoty zvnéjsku s optimalizovanymi hodnotami.
Vsechny tyto tlohy jsou zpracované v Matlabu.

3.1 Simulace systému

V této sekci jsou zvoleny parametry, které jsou pro vétSinu experimentd pevné.

IS], |A| je poCet stavii/akci, so je pocatedni stav, s je preferovany stav, 4 je horizont, djuiace je délka
simulace, w je vdha pro pridani preference na akce, pro pocatecni experimenty vSak nebude kladena
Zadnd preference na akce, proto w = 0. Seed je funkce Matlabu, kterd nastavi pocateni podminky
experimentl tak, aby vSechny experimenty mély stejné pocateéni podminky. Pokud se simulace pusti
s uréitym seedem nékolikrat, jsou vZdy generovany stejné pseudondhodné posloupnosti. Tato funkce je
pouzita bez (ijmy na obecnosti a je vyuZita proto, aby vysledky experimenti byly porovnatelné.

IS|=3 |A|=3

so=1 s'=1

h =100 | dgmuiace=500
w=0 seed=0

Tabulka 3.1: Pevné zvolené parametry

A ¢(a) je funkce vyjadiujici preference akci (2.21). Programatorsky byla ¢(a) oznacena "phi".
phi(1)=1 phi(2)=2 phi(3)=3

CoZ odpovida preferenci malych hodnot akci.

Pravdépodobnosti pfechodu systému zvolené pro zakladni sadu experimentt byly oznaceny Py. Si-
mulovany systém byl zvolen tak, aby vyrazné ukazoval sledované vlastnosti. Na ném jsou vysledky vidét
nejvyraznéji a dost Citelné, proto byl pro lepsi pochopeni teorie vybran praveé tento systém. Experimenty
byly samoziejmé vyzkouseny na fadé systému, u nékterych byly vysledky stejné vyrazné jako u tohoto
systému a u jinych byly vysledky horsi. Je jasné, Ze pro né¢jaké systémy optimalizace nikdy nebude dost
viditelnd a nebude vyhovovat preferencim agenta, jelikoZ systém upfednostiiuje jiné stavy. Je tomu tak i
v redlném svéte, proto nelze ve vsech systémech dosdhnout agentovych preferenci, jen se k nim priblizit.
Programétorsky bylo Py oznaceno "P_0".
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P_0=zeros(|S|, |Al,]|S|)

P_0(1,1,1)=0.90 P_0(2,1,1)=0.05 P_0(3,1,1)=0.05
P_0(1,2,1)=0.05 P_0(2,2,1)=0.90 P_0(3,2,1)=0.05
P_0(1,3,1)=0.05 P_0(2,3,1)=0.05 P_0(3,3,1)=0.90

P_0C:,:,3)=P_0(:,:,2)=P_0(C:,:,1)

Pokud nebylo pouZito bayesovské uceni, pravdépodobnosti pfechodu modelu systému byly zvoleny

n.n

rovnomern€. Programatorsky byl model systému oznacen "p".

p=ones(|S|, [A],[S[)/IS]

p(1,1,1)=0.3333 p(2,1,1)=0.3333 p(3,1,1)=0.3333
p(1,2,1)=0.3333 p(2,2,1)=0.3333 p(3,2,1)=0.3333
p(1,3,1)=0.3333 p(2,3,1)=0.3333 p(3,3,1)=0.3333

p(C:,:,3)=p(:,:,2)=p(:,:,1)

3.2 Vliv bayesovského uceni

Experiment 1. Prvni tloha slouzi jako srovnavaci. Ukazuje, jaké kvality rozhodovani by bylo moZno
dosdhnout s danym systémem pfi jeho tiplné znalosti.

Obrazek 3.1: Experiment 1.

Cetnost stavi Cetnost stavii Cetnost stavi
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(1) Cetnosti jednotlivych stavi s tplnou (2) Cetnosti jednotlivych stavii s tiplnou (3) Cetnosti jednotlivych stavi s tplnou
znalosti systému, s' = 1 znalosti systému, s’ = 2 znalost{ systému, s’ = 3

Cetnost akci Cetnost akci Cetnost akci
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(4) Cetnosti jednotlivych akcf s uplnou (5) Cetnosti jednotlivych akci s dplnou (6) Cetnosti jednotlivych akci s dplnou
znalosti systému, s’ = 1 znalost{ systému, s' = 2 znalosti systému, s’ = 3

Statistika V, z vyse popsaného uceni (sekce 1.4), byla zvolena rovna 1000Py, kde Py je matice pravdé-
podobnosti prechodu systému. Tim, Ze se hodnoty Py vyndsobily 1000, bylo u¢eni modelu zanedbatelné
(k V se v kazdém kroku pficitala pouze 1, takze data neméla skoro Zadny vliv). Tato tloha byla pro
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jasné&jsi predstavu vykreslena pro vS§echny mozné preference stavi.

Diskuze Jak je patrné z grafi (Experiment 1.), preference jsou splnény pro vSechny tfi preferované
stavy. Preferovany stav je v simulaci o délce 500 ¢asovych epoch zastoupen vice neZ dvojndsobné v
porovnani s dal§imi dvéma stavy. Jak je jiZ zminéno vySe, iplna znalost systému umoZiuje nejlépe op-
timalizovat agentova rozhodovaci pravidla, protoZe agent presn¢ znd model systému. To neni v redlném
svété samoziejmé realizovatelné.

Dalsi ulohy jsou zaméfeny na vice redlné predpoklady. Je ale dobré si povSimnout, Ze a¢ simulovany
systém nemd pamét’ (pravdépodobnost stavu s; zavisi na a; a nikoliv na s,_;) vSechny tfi hodnoty akci
jsou uzity, jak odpovida pozadavku supp[ni(a | s)] = A.

Experiment 2. Druhy experiment navazuje na experiment pfedchozi. V tomto experimentu vSak
nebyl zndm dplny model systému, ale postupné se pocital pomoci bayesovského uceni (sekce 1.4).

Obrazek 3.2: Experiment 2.

Cetnost stavil Cetnost akci
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(1) Cetnosti jednotlivych stavii s optimalizaci a s ugenim, (2) Cetnosti jednotlivych akci s optimalizaci a s uGenim,
st=1 s'=1
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(3) Cetnosti jednotlivych stavii s optimalizaci, bez u&eni, (4) Cetnosti jednotlivych akci s optimalizaci, bez uéen,
si=1 si=1

Byla zde porovnéana simulace s optimalizaci a s u¢enim se simulaci s optimalizaci bez uceni. Poca-
tecni hodnota vSech prvki V byla rovna 1, coZ odpovida nerealistickému (ale malo fixovanému) modelu
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systému, ktery oCekava stejnou pravdépodobnost vSech prechodili nezavislou na zvolené akci. Postupné
se V opravovala pozorovanymi daty, tj. model systému se opravoval pomoci uceni. V tomto experimentu
by mélo byt o€ividné, Ze pfi uceni dochdzi ke splnéni preference vyrazné Castéji, jelikoZ agent uZ ma
néjakou znalost pfechodovych pravdépodobnosti systému a mize tak vyvodit, pfi jaké akci se posune do
preferovaného stavu s vétsi pravdépodobnosti.

Diskuze V této dloze je model bez uceni volen rovnomérné, tedy vSechny stavy maji stejnou prav-
dépodobnost, proto samotnd optimalizace nestaci (Experiment 2.). Sice je preferovany stav zastoupen
nejcetnéji, ale jde o ndhodny maly rozdil. Na grafu akci bez uceni je jesté 1épe vidét, Ze akce jsou vo-
leny rovnomérné. Na grafech s uenim je na druhou stranu na prvni pohled vidét, Ze preferovany stav
je zastoupen nejcetnéji. UCeni tedy optimalizaci podporuje a dava tak mnohem vyrazné&jsi vysledky. V
porovnani s dlohou s dplnou znalost{ je Cetnost preferovaného stavu nizsi, coz se predpokladalo, jelikoz
na zaCatku experimentu nemd agent Zadnou znalost systému a pocitd si ji sim postupné z predchozich

vysledku. Je ale stéle viditelné, Ze optimalizaci s u¢enim opravdu funguje.

Experiment 3. Treti experiment byl zvolen stejné jako pfedchozi pouze s jinymi pocatecnimi pod-
minkami.

Obrazek 3.3: Experiment 3.
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(1) Cetnosti jednotlivych stavli s optimalizaci a s ucenim, (2) Cetnosti jednotlivych stavii s optimalizaci a s uenim,
si=1 si=1

Cetnost stavii Cetnost akci

180
160 [

140

120

100 |

8o

Podet stavil
Poget akci

60

40

271

Stavy Akce

(3) Cetnosti jednotlivych stavii s optimalizaci bez ucent, (4) Cetnosti jednotlivych stavii s optimalizaci bez uceni,
si=1 s'=1
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Tento experiment slouZi jako porovnéni, jestli jinak ndhodné zvolené pocate¢ni podminky, nezméni
vlastnosti experimentu. Pro tento experiment byl pouze zménén seed v programu Matlab z 0 na 1, tim se
pocétecni podminky upevnily na jinou hodnotu.

Diskuze Jak je patro z grafi (Experiment 3.), charakter experimentu se nezménil. Naznacuje to,
Ze tyto experimenty budou davat vysledky stejného typu pro vSechny mozné pocate¢ni podminky. Ex-
perimenty jsou tedy provddéné bez ijmy na obecnosti. Optimalizace s u¢enim opét dosahuje mnohem
lepsich vysledki. Rozdily mezi ¢etnostmi jednotlivych stavi jsou daleko vyraznéjs$i nez s optimalizaci
bez uceni. Uceni tedy opét zvyraziuje charakter optimalizace.

Experiment 4. Ctvrty experiment by mél byt spise ilustrativni. Porovnévaly se &etnosti stavii a akci
bez optimalniho rozhodovaciho pravidla, tedy s akcemi generovanymi rovnomérné, a s optimalnim roz-
hodovacim pravidlem s vyuZitim uceni. Optimalni rozhodovaci pravidlo volilo akce na zakladé PPN a
optimalizovaného idedlu popsaného vyse v teorii (sekce 2.4 a 2.5), stejné jako v pfedchozich experimen-
tech.

Obrézek 3.4: Experiment 4.
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(3) Cetnosti jednotlivych stavii s akcemi generovanymi (4) Cetnosti jednotlivych akci s akcemi generovanymi

rovnomérné, s = 1 rovnomérné, s = 1

Diskuze Na prvni pohled je patrno, Ze pokud agent voli akce ndhodné rovnomérné, nedosahne pre-
ferovanych hodnot. Z grafu je i vidét, Ze preferovany stav je zastoupen nejméné krét. Je to ale jen jedna z
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moZznych realizaci, takZe se dany jev neda zobecnit, ale i takového vysledku je moZno dosdhnout. Je tedy
jasné, Ze volit akce ndhodné rovnomérné ur€ité neni spravnd cesta. Na druhou stranu Cetnosti stavii s op-
timalizaci vyhovély preferenci agenta. Preferovany stav je zastoupen skoro dvakrat vice neZ ostatn{ stavy.

3.3 Ideal

Experiment 5. Prvni experiment z druhé skupiny mél za tkol porovnavat vypocitané idedlni opti-
mélni hodnoty 7' a p’ s pfedem pevné danym idedlem. Optimalizace i pevné dany idedl vyuZzival baye-
sovské uceni modelu systému. Pevné dany idedlni model systému byl programatorsky oznacen "pi".

pi=zeros(|S[, |Al,[S[)

pi(1,1,1)=0.990 pi(2,1,1)=0.005 pi(3,1,1)=0.005
pi(1,2,1)=0.990 pi(2,2,1)=0.005 pi(3,2,1)=0.005
pi(1,3,1)=0.990 pi(2,3,1)=0.005 pi(3,3,1)=0.005

piC:,:,3)=pi(:,:,2)=pi(:,:,1)

Obrazek 3.5: Experiment 5.
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(3) Cetnosti jednotlivych stavi s pevnym idedlem a s (4) Cetnosti jednotlivych akei s pevnym idedlem a s uce-
uéenim, s' = 1 nim, s =1
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Tento idedl byl volen piimo pro nejpravdépodobné&jii hodnotu stavu s’ = 1. JelikoZ nebyl Z4dny
pozadavek na akci, idedlni rozhodovaci pravidlo ' bylo zvoleno rovnomérné a bylo programétorsky
oznaceno "pi_i".

pi_i=zeros(|A]|,|S])

pi_i(1,1)=0,333 pi_i(2,1)=0,333 pi_i(3,1)=0,333
pi_i(1,2)=0,333 pi_i(2,2)=0,333 pi_i(3,2)=0,333
pi_i(1,3)=0,333 pi_i(2,3)=0,333 pi_i(3,3)=0,333

Diskuze Tento experiment je jednim ze zdsadnich experimenti v této praci. Jak je patrno z grafti, pevny
idedl dava lepsi vysledky nez optimalizovany. Je tomu tak pfedev§im kvili jednoznacnosti preference

vvvvvv

pevné dany idedl, ktery by spliioval dané preference. I kdyz takto zvoleny pevné dany idedl dava lepsi
vysledky neZ optimalizovany idedl, je mnohem jednodussi a Casové méné ndrocné jen zadat preferovany
stav a nechat optimalizaci vypocitat idedl, nez nechat agenta pevné dany ideal vymyslet. Navic agent pro

vyuZit{ optimalizace nemusi rozumét teorii rozhodovani, jelikoZ to optimalizace vSe vypocita za né;j.
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Experiment 6. Tento experiment op&t porovndval vypocitané idedlni optimalni hodnoty 7' a p' s
predem pevné danym idedlem jako v predchozim experimentu, tentokrat byla vSak pfidana preference na
malé akce. Pevné idedlni rozhodovaci pravidlo bylo zvoleno

pi_i=zeros(|A]|,|S]|)

pi_i(1,1)=0,90 pi_i(2,1)=0,06 pi_i(3,1)=0,04
pi_i(1,2)=0,90 pi_i(2,2)=0,06 pi_i(3,2)=0,04
pi_i(1,3)=0,90 pi_i(2,3)=0,06 pi_i(3,3)=0,04

Pravdépodobnost akce a = 1 je nejvyssi a pravdépodobnost a = 3 je nejmensi. Pro vypocitané optimaln{
hodnoty bylo zvoleno ¢(a) tak, aby byly tyto dva experimenty porovnatelné.

phi(1)=1 phi(2)=5 phi(3)=6

Obrazek 3.6: Experiment 6.

Cetnost akci

Cetnost stavi
- T T 500

450

400 r

Podet stavl
Pocet akci
[~
a8

5]
=]
=

1 2 3 1 2 3
Stawy Akce

(1) Cetnosti jednotlivych stavi s optimalizovanym ided- (2) Cetnosti jednotlivych akci s optimalizovanym ided-
lem s preferenci malych akei a s u¢enim, s’ = 1 lem s preferenci malych akei a s u¢enim, s' = 1

Cetnost akci

Cetnost stavi

Pocet stav

1 2 3 1 2 3
Stavy Akce

(3) Cetnosti jednotlivych stavii s pevnym idedlem s pre- (4) Cetnosti jednotlivych akei s pevnym idedlem s pre-
ferenci malych akcf{ a s uenim, si=1 ferenci malych akci a s u¢enim, si=1

Diskuze Jak je patrno z grafii, tak Cetnosti u optimalizovaného idedlu i pevné daného idedlu jsou
velice podobné. Je tomu tak ale jen pii volbé té€chto dvou preferenci a naladéni parametri. Chtéla bych
podotknout, Ze i kdyZ v tomto experimentu doslo témér ke stejnym vysledkiim, je o mnoho pi{jemné;jsi
volit optimalizovany idedl, kde se nastavi jen pomér akci dle dané preference a poté se da jesté pomoci
parametru vdhy 0 < w < 1 ladit, jak moc jsou preferovany malé akce s ohledem na preferenci stavu.

31



vV,

Kdyby byla zvolena jesté vyssi hodnota ¢(3), byly by vysledky optimalizace jesté lepsi. Pomoci ladén{
hodnot funkce ¢(a) I1ze ziskat nékolik riznych vysledkd a je jen na agentovi, které hodnoty mu budou vy-
hovovat nejvice. VyuZiti optimalnich hodnot idedlu je mnohem méné Casoveé ndro¢né. Pfi vyuZiti zpétné
vazby agenta je o¢ividné mnohem jednodus$si zménit funkci ¢(a), kterd ma v tomto pripad¢€ jen tfi hod-
noty, neZ zménit devét hodnot pravdépodobnosti idedlnitho rozhodovaciho pravidla. Navic pfi zaddvani
pevnych hodnot je potfeba agentovo porozuméni teorii rozhodovani, coZ pri zadani pouze preferovanych
hodnot potieba neni.

Experiment 7. V tomto experimentu byly porovnany simulace s preferenci stavu s' = 1 pro hodnoty
vihy w = 1 a w = 0. Pti volbé w = 1, by mély byt zastoupeny malé hodnoty akci Castéji nezZ s w = 0.
Pro hodnotu vidhy w = 0 splyva feSeni s optimalizaci vySe.

Obrézek 3.7: Experiment 7.
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(3) Cetnosti jednotlivych stavii s w = 0, s = 1 (4) Cetnosti jednotlivych akci s w = 0, s = 1

Diskuze Z grafi (Experiment 7.) je patrno, Ze pro hodnotu vdhy w = 1 jsou mnohem Cetnéji zastou-
peny malé akce. Pro tento systém se preference s' = 1 a malych akci sludujf, takZe s vdhou w = 1 jsou
preference respektovany vyrazné Cast€ji a ziskaji se lepsi vysledky. Tyto dvé preference ale nejsou spl-
nény vzdy soucasné, proto se musi parametr w naladit mezi O a 1 tak, aby bylo dosaZeno poZadovanych
vysledki. Preference na akce nebude tak silnd, pokud 0 < w < 1 a povoli i odchylky od preference.
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Pokud se ale tyto dvé preference navzajem nevylucuji, jako v této dloze, Cetnost preferovanych stavi se

N

Zvysi.

Experiment 8. Osm4 tloha navazuje na pedchozi dlohu. Ukolem bylo vykresleni grafé zdvislosti
Cetnosti stavl a akci na hodnoté vahy w, s preferenci stavu s' =2 a ' = 3.

Obrazek 3.8: Experiment 8.
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(1) Cetnosti jednotlivych stavi v zdvislosti na w, s = 2. (2) Cetnosti jednotlivych akci v zévislosti na w, s = 2.
Modra pro stav 1, zelend stav 2, Zlutd stav 3. Modra pro akci 1, zelend akci 2, Zlutd akci 3.
Zavislost &etnosti stavil na parametru w Zavislost éetnosti akci na parametru w
300 300 -

250

200

Pocet stavu
Pocet akci
2

100

50

02 04 06 08 1 12 E—’DZ 0 02 04 06 08 1 12
Vaha w Vaha w
(3) Cetnosti jednotlivych stavii v zdvislosti na w, s = 3. (4) Cetnosti jednotlivych akei v zdvislosti na w, s* = 3.
Modra pro stav 1, zelend stav 2, Zlutd stav 3. Modré pro akci 1, zelend akci 2, Zlutd akci 3.

Diskuze Na tomto experimentu (Experiment 8.) je jasné vidét, Ze s rostoucim w se zvysuje cetnost
malych akei (@ = 1) a naopak Cetnost velkych akei se snizuje (a = 3). Také je vidét, Ze preference stavu
je dodrzena pro s' = 2 aZ hodnoty vihy w = 0.7, v této hodnoté se lame. Od této zlomové hodnoty je
preference nizkych akcf silnéjii nez preference stavu. Pro s’ = 3 je preference stavu dodrzena pouze do
hodnoty vihy w = 0.3, jelikoZ jsou tyto dvé preference ve vétsim nesouladu neZ pro pifpad s' = 2.
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Experiment 9. Tento experiment mél za kol porovndvat Cetnosti stavii a akci s vahou w = 0.6 s
ucenim a bez uceni.

Obrézek 3.9: Experiment 9.

Cetnost stavi Cetnost akci

300
300

250
250

o

=1

=1
(5]
=]
=]

&
=]

Podet akci
@
3

Pocdet stavu

or 100

50 50

Stavy Akce
(1) Cetnosti jednotlivych stavii s w = 0.6 s uéenim, s' = 1 (2) Cetnosti jednotlivych akci s w = 0.6 s uéenim, s' = 1

Cetnost stavii Cetnost akci

250 [

200

s
o
=]

Pocet stavl
Podet akci

e
=]
=

50

Stavy Akce

(3) Cetnosti jednotlivych stavii s w = 0.6 bez udeni, s' = 1 (4) Cetnosti jednotlivych akei s w = 0.6 bez u&ent, s' = 1

Diskuze V této dloze (Experiment 9.) je opé€t vidét, Ze optimalizace s u¢enim ddvd mnohem lepsi
vysledky neZ bez, a to i pro preferenci malych akei s vdhou w = 0.6. Cetnost stavii s = 1 je V&t vice
neZ o padesit u optimalizace s uenim neZ bez néj. A Cetnost dalsich dvou stavii je samoziejmé vyrazné
nizsi. Jak je vidét, samotnd optimalizace také nestaci k dosaZzenim nejlepsich vysledki.
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Experiment 10. Posledni experiment mél za kol porovnavat posloupnosti stavii a akci v jedné
simulaci o délce simulace djmyiace = 50 (50 Casovych epoch) s vihouw =0aw = 1.

Obrézek 3.10: Experiment 10.
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(3) Graf staviivasesw =1, s' = 1 (4) Grafakcivéasesw=1,s =1

Diskuze Jak je vidét (Experiment 10.), Cetnosti preferovanych stavi jsou s vdhou w = 1 vySsi nez
s w = 0. Tak tomu ale nebude vzdy, jelikoZ se tyto dvé preference nebudou vzdy v souladu. S touto
preferenci s = 1 v3ak preference malych akef jesté vice podpoif preferenci stavu.
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Kapitola 4
Zavéry

V této bakalarské praci jsem studovala teorii optimalniho rozhodovani na diskrétnim markovském
rozhodovacim procesu. Sezndmila jsem se s plné pravdépodobnostnim ndvrhem a dynamickym progra-
movanim. Naucila jsem se najit optimalni rozhodovaci pravidlo na zdkladé danych preferenci pomoci
PPN. Za pomoci ¢lanku [9] jsem se naucila hledat optimdlni idedlni rozhodovaci pravidlo a optimdln{
idedlni model systému.

JelikoZ vyse zminény Clanek pracoval se spojitym procesem, sestavila jsem obecnéj$i rovnice pro na-
lezeni optimalniho idedlniho modelu systému, které 1ze sestavit jak pro spojity systém, tak pro diskrétni.
A tyto rovnice maji feSeni vZdy. Déle jsem také pfidala moZnost preference na volbu akci. Nakonec jsem
vybrala n€kolik experimentd, které ilustruji danou teorii a nasimulovala jsem je pomoci Matlabu. Zvolila
jsem systém o tfech stavech a tfech akcich.

Jak jsem jiZ zmifovala v experimentalni ¢4sti, systém, ktery jsem pro tuto prici vybrala dava lepsi
vysledky nezZ mohou dévat jiné systémy. Tento systém jsem vybirala zdmérn¢ tak, aby byla teorie 1épe
pochopena a aby vysledky co nejlépe ilustrovaly dany problém. Pfi zvolen{ jinych systéml nemusi op-
timalizace fungovat tak vyrazn€ jako v tomto piipade. Je jasné, Ze pfi zvoleni systému, ktery ma nizké
pravdépodobnosti u stavu, ktery agent preferuje, nemusi dojit k nejvyssi Cetnosti preferovaného stavu,
jen se dané Cetnosti preferovaného stavu zvysi oproti nepouziti zddné optimalizace.

Jak je také viditelné z experimentd, znalost systému vyrazné napoméha ve zlepSeni optimalizace.
Samotna optimalizace nesta¢i k dosaZeni nejlepsich vysledki. Diky bayesovskému uceni se vylepSuje
model systému z jiZ naméfenych dat a agent tak ziskdv4 urcitou znalost systému, diky které je schopen s
veétsi presnosti urcit, s jakou volbou akce se s nejvétsi pravdépodobnosti posune do preferovaného stavu.
Uplna znalost systému je uZita v Experimentu 1 a postupnd Cdsteénd znalost byla ziskdvana pomoci
bayesovského uceni napiiklad v Experimentech 2., 3.

To, Ze optimalizované rozhodovaci pravidlo dava lepsi vysledky neZ tiplné ndhodné rozhodovaci pra-
vidlo, je oCividné z Experimentu 4. Proto hlavni informaci pfindseji experimenty zaméfené na optimaln{
idedlni model systému a na optimdalni rozhodovaci pravidlo. Pomoci optimélniho idedlu spole¢né s ba-
yesovskym ucenim Ize nalézt optimélni politiku, kterd respektuje agentovy preference a ziskat tak velmi
dobré vysledky. Jak ale ilustruje Experiment 5. i s pevné danym idedlem je mozno dosdhnout dobrych
vysledki. Chtéla bych ale zdiraznit vyhody optimdlniho ideédlu. Jeho pouZiti je pro agenta velice poho-
diné, je méné Casové ndrocné a neni k nému zapotiebi agentovo porozuméni teorii rozhodovani. Navic
pfi zadani netplné preference ¢i vice preferenci neni viibec jednoduché zvolit pevny idedl, ktery by re-
spektoval agentovy preference. Také pfi vyuZiti zpétné vazby agenta je Casoveé ndro¢né ménit hodnoty
pevného idedlu.

Pomoci optimalizace 1ze vSak jen zvolit funkci ¢(a), kterd vymezuje preferenci mezi jednotlivymi
akcemi, a nastavit parametr w tak, aby byly soucasné splnény agentovy pozadavky na stav. Pomoci
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nastaveni hodnoty parametru w lze jednoduse vyjadrit vztah mezi preferenci stavu a akci (nastavenim
parametru mezi 0 a 1 1ze vyjadrit, jaka z preferenci je upfednostnéna). Pii vyuziti zpétné vazby agenta
je tak snadné a rychlé ladit parametry tak, aby vysledky odpovidaly co nejvice agentovym pozadavkim.
To 1ze ale pomoci pevného idedlu velice obtizn€. Agent musi plné rozumét teorii rozhodovani a vénovat
¢as a vynaloZit energii na zvoleni tohoto idedlu, ktery navrZena optimalizace "vymysli" sama. Je dobré
zduraznit, Ze je opravdu velice ndrocné zvolit pevné dané idedly, pokud ma agent vice nez jednu prefe-
renci. Proto je nalezeni optimdlnich idedlnich hodnot tak pfinosné.

Do budoucna bych se chtéla vice vénovat slozit€jSim systémim a praktikovat teorii na komplexné&;jsi
problémy. Chtéla bych se zaméfit na vEtsi systémy a fesit pomoci této optimalizace néjaky redlny piipad.
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